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INTRODUCTION GENERALE :

Le but initial de ce mémoire était de décrire les fravaux, réalisés depuis plus de dix
ans au Laboratoire d'Hydrodynamique Navale de I'Ecole Nationale Supérieure de
Mécanique de Nantes, ayant abouti a la réalisation de codes de calcul utilisables pour
des besoins industriels.

Au cours de la rédaction, il nous a paru utile de rassembler en un document les
différents développements mathématiques et numériques nécessaires pour aborder la
théorie et la résolution des problémes d'hydrodynamique par la méthode des
singularités, aussi nous n'‘avons pas hésité a rappeler les résultats classiques utiles
pour la résolution des problémes posés. ‘

Les deux problemes traités sont les problémes, maintenant devenus classiques ,
de la diffraction-radiation et de la résistance de vagues. La formulation mathématique
sera entreprise en utilisant le modéle du fluide parfait isovolume, avec linéarisation
totale ou partielle des conditions aux limites.

Dans la premiére partie, nous traiterons du probleme de diffraction-radiation.
Aprés un rappel bibliographique des principales étapes de la résolution du probléme,
nous poserons, dans le premier chapitre, les problémes mecaniques jusqu'au second
ordre en utilisant un développement en série de perturbations. Dans le deuxiéme
chapitre, nous exposerons la théorie de la résolution du probléme hydrodynamique au
premier ordre par une méthode de singularités, avec exploitation de la solution au
second ordre. Le troisieme chapiire sera consacré a la résolution numérique du
probléme discrétisé et nous décrirons les algorithmes ayant conduit a la réalisation du
code de calcul AQUADYN .Dans le quatrieme chapitre, nous montrerons quelgues
résultats significatifs obtenus avec ce code.

La deuxiéme partie traite du probleme de la résistance de vagues. Aprés une
analyse bibliographique, nous rappelerons, dans le cinquiéme chapitre, les résultats
obtenus en résolvant le probléme de Neumann-Kelvin par une méthode de
singularités de Kelvin, ainsi que les problémes théoriques et numériques apparaissant
pour des carénes coupant la surface libre. Dans le sixieme chapitre, nous décrirons la
méthode des singularités de Rankine, due & C.W.Dawson, qui permet de s'affranchir
des probléemes preceédents. Nous détaillerons enfin les algorithmes nécessaires a la
mise en oeuvre d'un code de calcul fondé sur cette méthode et nous comparerons les
résultats aux expériences.

Les travaux réalisés en diffraction-radiation ont été entrepris en 1975 a l'initiative
et sous la direction du Professeur P.Guével. Les résultats présentés sont issus d'un
travail d'équipe exemplaire réalisé entre 1975 et 1982 en collaboration avec P.Guével
et J.C.Daubisse et dont l'aboutissement a été la réalisation du code de calcul
AQUADYN qui est actuellement utilisé par plus d'une dizaine d'entreprises ou
d'organismes travaillant dans le domaine du Génie Océanique. Certains
développements significatifs ont été réalisés dans le cadre de Diplémes d'Etudes
Approfondies par P.Lemesle, F.Monin et M.Le Boulluec. La mise en oeuvre de la
méthode des singularités de Rankine a été entreprise a partir de septembre 1984 dans
le cadre du Dipléme d'Etudes Approfondies de J.J.Maisonneuve, les développements
ultérieurs étant réalisés en collaboration.
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INTRODUCTION

L'étude de la tenue a la mer des structures sollicitées par la houle est un des
problemes fondamentaux de 'hydrodynamique dont la résolution est devenue une
necessité économique pour le dimensionnement et la sécurité des installations
permanentes, de plus en plus complexes, destinées a la recherche du pétrole en mer
profonde.

Le probleme traité est celui de la réponse d'un ensemble de structures de
positions moyennes fixes, sollicitées par une houle cylindrique.Le modele de fluide
utilisé est celui du fluide parfait, isovolume, I'écoulement est irrotationnel, ce qui
entraine l'existence d'un potentiel des vitesses. Le domaine fluide s'étend jusqu'a
Iinfini dans la plan horizontal, la profondeur est infinie ou limitée par un fond
horizontal.

Le probléme ainsi posé se décompose en un probléme de mécanique qui est
celui de la description du mouvement d'un corps flottant et un probléme
d'hydrodynamique dont la solution permet la détermination des efforts exercés par le
fluide sur le systéme.

Aprés une analyse bibliographique rappelant ies principales étapes de I'etude du
probléme, nous poserons, dans le premier chapitre, les problémes mécaniques et
hydrodynamiques jusqu'au second ordre inclus.

Dans le second chapitre, nous traiterons de la résolution des problémes
hydrodynamiques au premier ordre par une methode de singularités. Ces problémes
se décomposent en un probléme de diffraction, correspondant aux efforts exercés par
une houle cylindrique harmonique du premier ordre sur des corps fixes, et des
problémes de radiation ol I'on détermine les efforts exercés sur les corps du systéme
lorsqu'on impose un mouvement forcé sinusoidal a l'un d'enire eux, en eau
initialement calme. Une fois résolus ces probléemes, les équations de la mécanique
permettent de calculer les mouvements du systeme, ainsi que les efforts de liaison ou
d'ancrage. Il est alors possible de calculer les efforts constants du second ordre,
appelés efforts de dérive, puisqu'ils correspondent, en I'absence de forces de rappel, a
un déplacement de chague corps du systéme.

Dans le troisiéme chapitre, nous expliquons les choix qui doivent étre effectués a
chaqgue étape de la résolution numérique du probléme, choix de la distribution de
singularités, choix des méthodes de résolution. Les formules nécessaires a la
résolution compléte du probleme sont explicitées. Nous décrivons enfin l'organisation
du code de calcul AQUADYN issu de la formulation précéedemment décrite.

Dans le quatriéeme chapitre, nous montrons quelgues resultats numériques
significatifs obtenus avec ce code. Dans un premier temps, nous étudions la
convergence de la méthode en fonction de la discrétisation, puis nous comparons les
résultats obtenus & des formulations analytiques. L'étude des efforts de dérive sur un
systeme composé de plusieurs corps et sur une barge montre les possibilités et les
limites de ce programme. Nous vérifions ensuite numériquement certaines propriétés
théoriques, puis nous éfudions le probleme des fréquences irréguliéres en les mettant
en évidence théoriquement et numériquement, puis en les supprimant. Nous
proposons enfin des perspectives d'amélioration des performances de ce type de
programme.
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NOTES BIBLIOGRAPHIQUES :

Le probléme de la diffraction-radiation de la houle par des corps de positions
moyennes fixes a été étudié théoriguement depuis de nombreuses années.
Cependant, la complexité de la formulation du probléme tridimensionnel complet pour
des corps quelconques fait que les premiers résultats n'ont €té obtenus que vers la fin
des années 60, lorsque les progrés des calculateurs ont rendu la résolution
possible.Nous allons rappeler brievement les principales étapes de la résolution du
probléme, ainsi que les contributions essentielles.

Les premiéres solutions analytiques, dans des cas particuliers, pour des corps
fixes soumis a l'action de la houle ont été obtenues en 1940 par T.H Havelock [65]. Le
probléme tridimensionnel complet pour un corps flottant & été formulé par F.John en
1950 [73] .

En 1960, J.V.Wehausen et E.Laitone [111] récapitulérent toutes les études
antérieures effectuées sur ie sujet et proposerent des formulations de la fonction de
Green du probléeme tridimensionnel en profondeur infinie et en profondeur finie
uniforme sous la forme d'une série ou de la valeur principale de Cauchy d'une
intégrale. Cette publication reste actuellement un ouvrage de base pour |'étude de tous
les problémes d'hydrodynamique & surface libre.

Une premiere approche du probléme tridimensionnel a partir des résuliats
bidimensionnels (théorie des tranches) a été décrite par B.V.Korvin-Kroukowsky en
1961 [76] . Le premier programme résoclvant le vrai probléme tridimensionnel par une
méthode de singularités a été réalisé par J.C.Lebreton et A.Margnac au Laboratoire
National d'Hydraulique de I'E.D.F. en 1968 [81] . Des programmes similaires ont été
congus au cours des annees 74 a 76 dans différents organismes, en Norvége au
D.N.V. (Det Norske Veritas), aux Pays-Bas au N.S.M.B. (Netherlands Ship Model
Basin), en Grande-Bretagne au N.M.l. (National Maritime Institute). lis utilisent tous des
singularités de type sources. Depuis 1975, a linitiative du Professeur P.Guével, le
Laboratoire d'Hydrodynamique Navale de I'E.N.S.M. a développé un programme de
calcul utilisant des singularités mixtes de type sources ef doublets normaux dont la
description fait I'objet des chapitres suivants. Des codes de calcul utilisant la méthode
des éléments finis en tridimensionnel ont été réalisés aux Etats-Unis par C.C.Mei au
M.LT. (Massachusetts Institute of Technology) [88] et en France & I'.LF.P. (Institut
Frangais du Pétrole) et & Franlab Marine [11] .

La comparaison de ces codes a eu lieu dans le cadre d'un colloque organisé par
I'A.R.A.E. (Association de Recherche Action des Elémenis) et I'L.FF.P. en 1977 {107] .

Un code de calcul fondé sur la méthode des élements finis localisés a été
développé par le Groupe Hydrodynamique Navale de I'E.N.S.T.A. (Ecole Nationale
Supérieure de Techniques Avancées) en 1980 [30] .

La fin des années 1970 et le début des années 80 ont vu lintroduction dans les
codes de calcul des efforts de dérive mis en évidence expérimentalement par
Y.Watanabe [110] en 1938 et dont une premiére formulation approchée a été fournie
par T.H. Havelock [66] en 1942 . Une étude bibliographique des différentes méthodes
de calcul des efforts de dérive a été réalisée par A.Clément [12] au Laboratoire
d'Hydrodynamique Navale de I'E.N.S.M. dans le but d'étudier les formulations les
mieux adaptées au calcul numérique .
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Nous résumons ici les points principaux de cette étude.

La premiére formulation analytique exacte des efforts horizontaux, obtenue par
application du théoréme des quantités de mouvement, a été donnée par H.Maruo [87]
en 1960, elle a été complétée par J.N.Newman [92] en 1967 qui a ajouté I'expression
du moment de lacet. La formulation compléte de I'ensemble des efforts de dérive par
intégration des pressions a été réalisée par V.Ankudinov en 1969 [2] , les résultats
numériques présentés étant issus de la théorie des tranches. L.Faliinsen et
F.Michelsen ont calculé les efforts de dérive en tridimensionnel en 1974 [34] en
utilisant une forme modifiée des formules de Maruo-Newman. En 1977, J.A.Pinkster et
G.Van QOortmerssen [98] calculérent le torseur complet des efforts de dérive en
intégrant les pressions au second ordre sur la caréne, tandis que K.Kudou [78]
proposa des formulations analytiques permettant de tester les programmes de calcul.
Depuis cette date, les diverses formulations des efforts de dérive ont éé introduites
dans la plupart des programmes de diffraction-radiation, souvent par les deux
formulations (Maruo-Newman et intégration des pressions). :

Une synthése des différents problémes de mécanique actuellement posés par la
tenue a la mer a été réalisée par D.Euvrard en 1981 [32] & l'occasion du 5éme
Congrés Frangais de I'Association Universitaire de Mécanique.

Pour faire le bilan des améliorations apportées progressivement aux codes de
calcul, des tests internationaux permettant de comparer les résultats des différents
codes ont éte organisés par I'.T.T.C. (International Towing Tank Conference) en 1984
[108] sur le theme du calcul des mouvements d'une plate-forme semi-submersible et
par I'.S.5.C. {International Ship and Offshore Structures Congress) en 1985 [28] sur la
détermination des mouvements et des efforts de dérive pour une plate-forme & lignes
tendues.

Les codes de calcul résolvant le probléme de la diffraction-radiation au premier
ordre font encore I'objet de recherches visant surtout & améliorer la vitesse et la
précision des calculs.
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Chapiire1 : LES EQUATIONS DE LA MECANIQUE APPLIQUEES AU
PROBLEME DE LA DIFFRACTION-RADIATION AU POINT
FIXE

INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous allons traiter la mécanique du probléme de
diffraction-radiation d'un corps flottant, oscillant autour d'un point fixe, en développant
les termes suivant les puissances croissantes d'un petit paramétre. Cette technique
nous permettra de définir les grandeurs intervenant dans la résolution du probleme
aux différents ordres. Nous commencerons par poser le probléme complet au premier
et au second ordre & partir des équations générales régissant les écoulements en
fluide parfait isovolume. Nous décrirons ensuite le mouvement d'un corps solide, puis
nous établirons les expressions donnant les efforts exercés par le fluide sur une
caréne en mouvement. Nous pourrons alors faire le bilan de tous les efforts en
distinguant les termes de pesanteur, les termes hydrostatiques et les termes
hydrodynamiques. Les équations de la mécanique seront compléiées par la
détermination des termes inertiels correspondants aux mouvements du corps. Seuls
restent inconnus les termes hydrodynamiques dont la détermination fera I'objet des
chapitres suivants.

1.1. FORMULATION DU PROBLEME AU PREMIER ET AU SECOND
ORDRE :

Le probléeme posé est celui du mouvement d'un corps sollicité par une houle
incidente en présence d'un fond horizontal.

Les hypothéses concernant le comportement du fluide et le champ de forces
extérieures sont celles du fluide parfait isovolume soumis au champ de Ia pesanteur.

La houle incidente est la houle de Stokes.
Les équations générales traduisant ces hypothéses sont décrites dans I'annexe 1.

- Notations :

Figure 1.1
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- Description de 1a géométrie du systéme :

D : domaine fluide

SL : surface libre

F : fond horizontal situé a la profondeur h

Oy : point de la surface libre origine d'un repére absolu
direct, Oz étant la verticale ascendante

O : origine d'un repére fixe paralléle au repére absolu déduit
du précédent par une translation 6?)

O : position occupée par le point O considéré comme lié au

COrps au cours du mouvement
C, position de la caréne au repos
Py point de la caréne au repos
Ny ; normale extérieure & G, en P,
C position occupée par la caréne au cours du mouvement
P position occupée par P, au cours du mouvement
n normaleen P4 C

- Description de [ lement :
0} : potentiel absolu des vitesses
Vmg'r?é_c’i o vitesse dans le domaine fluide
O : potentiel de la houle incidente
g viscosité évanescente des fluides presque parfaits
n : élévation de la surface libre
d déformée de la surface libre

- Description des paramétres du déve loppement en série de perturbations :

£ : petit parametre du développement
O(e) : infiniment petit d'ordre &
o( €) : infiniment petit d'ordre supérieura e

1.1.1. Equations du probléme :

L'éguation régissant I'écoulement est I'équation de continuité dans le domaine
fluide. Les conditions aux limites sont les conditions de surface libre, de glissement sur
la caréne et sur le fond horizontal et la condition de radiation a l'infini qui est satisfaite
par construction si I'on utilise les conditions de surface libre des fluides presque
parfaits.
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Dans ce qui suit, nous utiliserons les conditions de surface libre définies par
(A1.16) et (A1.17) en omettant, pour alléger I'écriture, de preciser lim o, o+ . Les

formules ou figure €' devront étre comprises comme la limite lorsque €' tend vers zéro

par valeurs positives de I'expression. Ce terme €' n'est utile que lors de I'établissement

des formules des fonctions de Green, pour préciser la position des pbdles du
dénominateur dans le plan complexe, comme nous le verrons au deuxiéme chapitre, il
pourra donc étre omis dans certaines formules.

Le probléme posé se traduit donc par :

a) Adp=20 dans D Continuite
[il] - - .
b) = . - VE'n Glissement sur le corps
C
-l -
c) 52 =0 Glissement sur le fond
z=—h
(1.1) a - 1x] oy .
) & ¢I pour - - Radiation & 1'infini
azq: 8¢ avz 1
— - 4
e) 23+ o+ 2L+ 2 V.graa vi4 260 2 3:+2ev = Flt)
ot 2={(x,y,t)] surface libre
2
1l ja
£) ;=—-§[a:+—- +2e¢-..1’-‘(t)]

Le probléme ainsi posé est non linéaire par rapport & la condition de glissement
sur le corps et aux conditions de surface libre.

1.1.2, Deéveloppements suivant une méthode de perturbations réguliéres : -

Pour résoudre ce probléme, nous allons développer et classer les grandeurs
caractéristiques suivant les différentes puissances d'un petit paramétre &. Pour ce faire,
nous supposerons que la réponse du systéme est du méme ordre de grandeur en &
que l'excitation, que le développement en série de puissances de € (1, €, €%,..., €,...)
converge, et enfin que le petit paramétre € est de l'ordre de grandeur de la déformée
de la surface libre.

Un potentiel ([) défini & une constante G(t) prés, s'écrit alors :
(1.2) o =0l + & olD + oled + B

En développant G(t) sous la forme :

(1.3) G(D = € GV (D + &2 G(2) (D)

l.e potentiel du premier ordre sera égal a :

(1.4) ¢1 = ¢ Y + @M (p;

et celui du second ordre :

(1.5) dp = € [6¢®) + 6P (0]
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Pour les vitesses, on a de méme

(1.6) V=ograd o = e W0 1+ & ¥ o (%
avec .
(1.7) Vi = € V(2 ot Vp = &2 V()

- Condition de surface libre :

L'élévation de surface libre { - étant de I'ordre de grandeur de &, un

développement limité des termes de la condition de surface libre donne :

(1.8

2

2% - 2 2 ¢ 2
(1.8) 5s (X¥iZ,E) = 5 (X, ¥,0,k) + ¢ — (x,¥,0,t) + o(e )
aa¢ azd’ 83
(1.9) = (x¥.2,t) = = (%¥,0,£) + & —5— (x5,¥,0,t) + o(e” )
at at at” az
-- Z
(1.10) ﬂi ze'a¢ +2e'V I 2v NNy 2628y 2er ¢ ee |+2.e'vz|+ o(e)
at at at at ez
20 z=0 Ze O Ze ©
1 - - 2 _ 2
(1_11) Ev.gradv I = o({e )

Si 'on exprime par ailleurs €, d'apres (1.1.1) par :

=13 '
(1.12) = gat+°(“')

La condition de surface libre développée au second ordre en g, s'écrit & partir de

), (1.9), (1.10) et (1.12) :

- ,
3 ¢ % = 2 29, L 2 2 M ad|l z
(1.13) — ta95 = ~ 2 grad ¢.grad =’ at|t g ot oz +ag i e (=)
at Z=0 2z 0 at 29
En identifiant les termes au premier et au second ordre, il vient :
- au premier ordre :
26 26, 2
1 1
( . —_— -l-ﬂ'—z'"" =E & = 0
at Z=0 zZ=0
2" 2 a_
- au second ordre : E désignant 1'opérateur —3 + 2¢' + g —
at at oz
a 20
1.15 -— 1i_1 Vah 2
( ) E o, 2grad &, .grad —- ot _+ g ot az (E ¢, y-2e (grad¢l} _
Z=0 Z=0 =0 =0
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- Houle de Stokes :

On rappelle les résultats obtenus par cette approche pour la houle de Stokes de
potentiel ¢; développé au premier et au second ordre :

1 2 -4
(1.16) &= = o % €ol™ (b o(e®) | G (t) = ¢ ¢ Hey B VLN

(1.17) o = « 1ol 6l 0631, @

_ 2. (2) (2
L, p =< 1682 6l

2
¢, verifiant les équations (1.1.a), (1.1.c) et (1.14)

1
o verifiant les équations (1.1.a), (1.1.c) et (1.15)
2

En résolvant ce probléme par la méthode de séparation des variables, on obtient
comme solution :

- au premier ordre :
. ag ch m_(z+h)
w

b, = —
(1.18)  °r

oh mo h cos _[mo X — wt]

m,, étant solution de :

(1_19) gmo th mﬁh:mZ

- au second ordre :

2
+
Bmoa.g cthO(zh)

(1.20) o, =- 5 8in 2 Im_ X - wt}
I, 8w sh mohchmoh ©

OX étant 'axe de propagation de la houle et ® la pulsation de ia houle incidents.

Une fois connus les poientiels au premier et au second ordre, on en déduit les
hauteurs de vagues n a partir de (1.4), (1.5) et (1.1.1) par:

(1.21) n= e n“)-t- & o o(e ) + é P (£)
avec .

F(t) =- 2 (t)

I at 1

Ce calcul fait intervenir d'aprés (A1.17) la constante Fy(t) de I'équation de
Lagrange. On développe dong celle-ci suivant les puissances croissantes de € :
(1
(122)  Fi®y = e P 4 & El% 4 oy
La condition de conservation du niveau moyen de la surface libre au repos
impose :

A
(123) [ mxax=o
(]

A étant la longueur d'onde de la houle.
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On en déduit :

_ (2)_
(1.24) | Fr = Fp =0
2 _{2) -]; 2 1
T F1= 2™ 29 snmhchm b
- En posant :
oA _2 o (2), 1 p(?)
n, €N et n, e [n + 3 I ]

Fpp intervient comme une correction du niveau moyen du fluide.

Aprés développement des pressions au second ordre suivant (A1.15), on en
déduit les hauteurs de vagues au premier et au second ordre :

n, =2 gin (mox— wt)

2

(1.25) a  m w’an 3
n2=_4sh moh ey moh {2 ch mo + P )} cog 2 (mox-mt)

th moh
Ces expressions tiennent compte de la constante Fyp qui est comprise dans la
hauteur de vagues au second ordre.

On peut remérquer gue lorsque la profondeur tend vers l'infini, la constante de
Lagrange Fpo et le potentiel du second ordre ¢, tendent vers zéro. En profondeur

infinie, le potentiel du premier ordre permettra d'évaluer les grandeurs au moins
jusqu'au second ordre. Par ailleurs, dans le cas de la houle de Stokes, le petit

paramétre & appparait comme étant proportionnel a I'amplitude de la houle du premier
ordre a.

En profondeur finie, la houle correspond & une onde de vitesse C=®/m, se

propageant dans la direction des X positifs. Les termes du second ordre
n'interviennent que comme une modification de la forme de l'onde, la viiesse de
propagation étant identique a celle du premier ordre.

Dans le cas ou la houle est exprimée dans un repére (O,x,y,z), si p est l'angle
(Ox,0X), on doit remplacer X par (x cos B + y sin B ).

- Développement du potentiel ¢ :

On peut développer le potentiel ¢ selution du probléme (1.1) :

(1.28) = ¢ ¢+ €2 o(2) 4 o(e2)+ G(D

G(t) étant une fonction inconnue du temps indépendante des variables d'espace.
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La condition de radiation a l'infini impose G(t) = G; () puisque ¢ tend vers ¢ 2
I"infini.

On en déduit la constante de 'équation de Lagrange :

1 2 1

(1.27) F(t) = & F(z)(t) =F,"2%* 9 moh ch moh

Au second ordre, Fp est une constante, donc F (t) = 0.

Les potentiels au premier et au second ordre s'écrivent :

(1.28) o, =col™, 0, =& _¢(Z)-_[ roat = e ol P (et ) F,
— ——

et pour V=grad ¢ :

“-29) G = & G(;)+ ez G(a) = Gl + Gz + 0 (ez)

avec

A-u_ -(J_) -h= Z-'(Z.)
Vl——eV etV2 € V

- Condition de glissement :

Le méme type de traitement peut étre effectué pour la condition de glissement.
Soit P, la position d'un point de la caréne au repos C, ,'rTo étant la normale & P, . Au
cours du mouvement, ce point occupe une position P, avec une normale T.

L'hypothése des réponses du méme ordre de grandeur que les excitations entraine
que :

Pg P =€ P3 PIY) + &2 p3 P2 4 5 (&)

(1.30)

=iy + el +o0 (o

— —5(1) - . N g
n,= ent’’ étant la rotation de la normale par rapport a sa position au repos,

comme nous l'établirons au paragraphe suivant. On peut remarquer que cette
hypothese implique que I'on pose le probleme en dehors des résonances mécaniques
ol la réponse est d'un ordre inférieur & 'excitation.

De méme, le développement limité de la pasition d'un point de la caréne C par
rapport & sa position au repos C, donne :

o¢ | = E . grad ]
an
C C
ad - (1) - (1), 2 (2) 2_+ (1) - a¢(1) 2z
n I = (n°+e n Y.grad (e & +e ¢ Y| te B P grad +ole )
c c ° an
[o] C

- - ()
+ I?OP{l) grad aa¢n } + o (ez)r

an

(1.31) 993! - e
‘ C

o 1
oo™ 2 ool g ")
2 n € "en 2 nt®

O [#] !
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Les termes V;ZWIC se développant en :

(1.32) Vg m |c =« \7;1). n, IC + e[ ?}éz) o+ \7;” nt |C +o (<)

“Par identification, on obtient les conditions de glissement :

- au premier ordre :

29
1 - -y
F) n_ - vEl' LN
C C
(o] Q
(1.33) _ - au second ordre :
> n = Ez. no + vgl. nl -3 nl - PoPl. gr. (Vﬁl. no)
O
C
CO CO c‘:O co O

- Position des problémes hydrodynamigues :

Les autres conditions du probléme étant linéaires, on peut poser les problemes
au premier ordre et au second ordre suivants :

- au premier ordre :
Continuiteé
A ¢l =0 dans D

Gligsement sur le corps

e N
an El' (e
C C
o] o
- Glissement s
(1_34) ur le fond
a
¢l -
9z —h
Radiation
b, -
i Il
Condition de surface libre
8°% 2@ 20 -
1 1 1 .
— + 2 & + g— =E &, | =0
2 - - 1
at ot ez Z=0 Z=0
- au second ordre :
Continuiteé
A ¢2 = 0 dans D
Gligsement sur le coxrps
3 o, . - - - 2 ¢, - -
e = . + . - - + .
3 no Vﬁz nO VEl n1 E—EI PP grad Vﬁ n
c c ¢ c 1
(o] ) o o

o o 0O
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' Glissement sur le fond
2 ¢2
az

z=-h

Radiation
(1.35)

Condition de surface libre

- 20 1% o,
E &, =—2grad¢1 grad at‘+Eat az(E(p)-le(gradcb)
2= Z=0 Z=0 Z2=0

Le potentiel total sera défini par :
- au premier ordre :

= ¢ + ole)
- au second ordre :
= ¢7 + op + oe?)

On peut remarquer que dans ces problémes, g n'intervient pas explicitement, son
réle n'étant que de classer les grandeurs suivant leur ordre respectif. Compte tenu
des.- notations utilisées, 'ordre des expressions est égal a la somme des indices
inférieurs  ( Vg,, ??., -est un terme du second ordre ainsi que, Vg,_ )

Cette representanon sera employée systématiquement jusqu'a la fin de ce chapltre de
fagon a alléger 'écriture.

Le probleme au second ordre fait intervenir la solution du probléme au premier
ordre. ll en est de méme aux crdres supérieurs, le probléme a F'ordre N nécessitant la
connaissance des solutions de tous les problémes aux ordres inférieurs.

1.2. DESCRIPTION DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE
1.2.1. Déplacements d'un poiht :

Le champ de deplacement d'un corps solide C & partir d'une position de repos C,

peut étre decompose en une translation T et une rotation R d'angle 6 autour d'un
vecteur unitaire q

Si I'on considére un repére lié au corps coincidant au repos avec lg repére fixe
(O,x,y,z), celui-ci est transformé aprés déplacement en un repére (O'x'y'.,z"). L
translation ttransfom_le le point O en O' et Ea rotation fait passer de la base
orthonormée ¥y, Ty, 1z alabase T, ,Ty, T .
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Pour un vecteur quelconque U, nous utiliserons la représentation intrinséque de la
rotation donnée par M.Le Boulluec [82] qui transforme celui-ci en un vecteur R(0)
donné par :

(1.36) Ry =u + 2B G {42209 g4 (5aw)
o

avec .

(1.37) @=0a=9 1 +6, 1, +9, 1,

Sous forme matricielle, la rotation s'écrit alors :

-9 O
ioo0 sin © ° 2 Y
(138) r=|o10|+=—| o, 0-9;] +
001 e o o
Y X
2 &
- e e
1 -te, +9,) % © O,
1-cos© 2 2
el - + e o
= 9, © (6, +8,) v ©z
© 2
e © -(6, + 8
S © Yy =z ( x y)

- Développements au second ordre :

. Translation :

On peut développer la translation au second ordre comme dans le paragraphe
précédent :

(1.39) T =71 + T + 0 (9
avec .
— ™ -
(1.40) 7 = 71 iy + Ty by + 75 0y
et:
Txl sz
141) T, =1 7 et T, =| T
( ) 1 ¥, 2 ¥,
T T
21 ZZ
. Rotation :

Pour fa rotation, on suppose que :

(1.42) 8 =187 + 6y + oled)
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En reportant dans |'expression vectorielle de la rotation, on a; au second ordre
prés :

(1.43) R =0+ S\A T + [Spa T + 1/2 9A (A W1 + oled

Ceci permet de décomposer R en :

(144) R=1+ Ry + Ry + oled

avec .

Ri() =8y AT

f

Ro(l) =8 Al +1/28) A& A,

Ce qui donne sous forme matricielle :

Rb = I transformation identique
o o, ©
1 Yy
R, = 6, 0 -8
1 1
-e, ©_ 0
15"
2
~e,~ +8,) o . ® o .o
¥y 1 1 N 1 1
1 2 2
R, =3 e, . © ~e, +9o, ) o .o
(1.43) 1 T 1 1 ¥ 1
2
o .o o ., O ~e_ +0.°)
1 1 ¥,y 1 1 ¥
o -o, ©
2 Y3
n e, o -8
2 2
-9 o o
¥y 2

Cette représentation de la rotation présente 'avantage de définir sans ambiguité
la matrice rotation au second ordre.

- Propriétés de la rotation R :

La matrice traduisant la rotation étant une matrice de changement de base
orthonormée est orthogonale, on a donc :

(1.46) det (W) = 1

En appliquant la formule (1.36) a deux vecteurs A et "5, M.Le Boulluec [82]
démontre que :

(1.47) R(@ A R(B) = R (3 A B)
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- Déplacements :

Soit P, la position initiale d'un point de la carene. Aprés déplacement, ce point
occupe une position P et 'on a :

(1.48) O“P = 7 + R(O7Py)

Soit aux différents ordres :

0"P{® = O7P,
(14901 0Py = 7 + Ry (0P
0"P2 = To + Rp (O7Pg)

Les déplacements du point P par rapport a sa position initiale P, sont donc :

alordre 0 :
pgpto) = &
(1.50) alordre1:
PSP] = "r'] + Ry (OTPO)
alordre 2 :
PogP2 = Tp + Ro (O'Py)
1.2.2. Vitesses :
. ?_a® s _ar
Posons: e = e et =%

La vitesse d'un point P de la caréne en mouvement est donnée dans le repére fixe
par :

-
(1.51) VP) =F+©A0P
Soit :
-alordre 1:
> P
Vi(P) = 71 + & A 0P,
(1.52) -alordre 2:

Iy

. .
VolP) = 75 + 8y A O Py + &7 A 0Py
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1.2.3. Accélérations :

a
Posons: ©=-—7 et T =-—
at at

L'accelération d'un point P de [a caréne en mouvement s'obtient par dérivation de
la vitesse dans le repére fixe .

- - -

v -: - .- . - > -
(1.53) §(p)=d—§f:31='-r'+ez\op+ez\(etsop)+e§,AT.-...
Ce qui donne :
-alordre 1:
> 4 = -
yi(P) = 77 + & A O Py
(1.54) -al'ordre 2 :

T T

YolP) = Tot+ @oA O Po+ €A [T+ €A O Pol + eqA T3+ 014 (07A O7Py)

1.2.4. Evaluation des integrales sur un domaine en mouvement solide :

Pour calculer les efforts sur un solide, il faut évaluer des intégrales du type :
(1.55) 1= [ =@ aw

c
P étant un point de la carene déplacée.

Cette intégrale peut étre évaluée en faisant le changement de variables
permettant d'exprimer les coordonnées de P en fonction de celle de P, :

(1.56) O°P = 070’ + 0P = 070" + R(O7Py)

Ce qui entrafne :

d 0P ap
- o)

I =I £ IB(P_)] deb[

C

g OP
-] o

en exprimant les coordonnées de P dans le repére de référence, il vient :

(157)  aet {a_fi} et R -1
a0 Po

Donc : '

(1.58) I = jc £ IR(P_)] ap_
0

Les intégrales sur des surfaces mobiles seront donc exactement évaluces, aprés
changement de variables, sur leur position initiale G, .
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1.3. CALCUL DES PRESSIONS ET DES EFFORTS :
1.3.1. Repéres utilisés :

Pour exprimer les pressions et les efforts, nous considérerons 3 repéres :

- Un repére de référence (Oy,X0,Y¥0.2, ) Qui est un repére orthonormé direct dont
l'origine est dans le plan de la surface libre au repos, O,z, étant la verticale
ascendante.

- Un repére de calcul des efforts et des mouvements (O,x,y,z) qui est un repére

orthonormé direct paralléle au précedent, le point O étant un point quelconque de
l'espace. La cote de la flottaison dans ce repére est z = z.

- Un repére lié au corps (O',x',y',2') orthonormé direct coincidant au repos avec le
repére (Ox,y,z).

Les efforts seront exprimés dans le repére (O,x,y,z), les moments seront exprimés
par rappert au point mobile O, puis par rapport au point fixe O .

1.3.2. Positions occupées par la caréne au cours de son mouvement :

Au cours de son mouvement, la caréne (partie du flotteur immergée) dont la
position au repos est C, vient en C. La caréne étant définie par rapport a la surface

libre instantanée, on distinguera : 50, qui est la transformée de C, dans le mouvement
solide du corps, SF, qui est la transformée dans le mouvement solide de Ia surface de
flottaison au repos SF, la différence entre C, et C étant une surface algébrique S, . On

supposera que les intégrales sur cette surface S, sont du premier ordre en ¢, les
intégrales sur 6,0 étant d'ordre 0 .Cette hypothése est consistante avec celle des petits

mouvements de la caréne, elle suppose au moins, compte tenu de la décroissance
exponentielle de I'excitation, que le tirant d'eau de la caréne est d'ordre 0 par rapport

a g, et que la forme de la caréne ne varie pas fortement de part et d'autre de la position
au repos .

e

Figure 1.2




- 31 -
1.3.3. Pressions :

Les pressions sont exprimées dans le repére fixe (O,x,y,z) par I'équation de
Lagrange :

- 2 l

(1.59) p=-pg(z=z) -p % - %p (grad ¢) + F(t)

avec P(t) = Fy  + o(e?) d'aprés (1.27).

Compte tenu des développements :

8% =& 3 E 2P graa 22 (@ Lty + o(e
at (P.t) = 5 (Po't)+PoP grad at(o') (e )

PoP = PoPy + ole)

$ = ¢ + b0 + ole®

On a aux différents ordres :  p=pg+p;+ Py + o(e?) , avec :

- _y y(©)
p,=-P9 (225}
- - 8¢1
(1.60) p,=-P9PP, I, — P 5"
- o o, - -~ 9% 4 ad . ) 24 F
PZ =—-pg POPZ 1z-~ P -5;:— - p PoPl.gra.d t  z p(gr ¢1 2

1.3.4. Efforts :

Les efforts exercés par le fluide sur la carene C sont donnés par :
161) F=-|[ p.nas
(1.61) I,

(1.62)

)

+§1'2) as
¢ us
o 1

1

d'ou aux différents ordres :

- =4 - -» 2
{1.83) F=Fg+ Fj + Fa + o(e?

C
o
(1.64) L= j. [po. n1+ P, - no} as - ”.s P 0 4as
C 1
o
F. =~ [ n n . n - .n_+ .—
l.-"2 J [po. n2+ pl n1+ Pz nol as ”s {po nl PJ. no] as

c 1
(o]
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Les intégrales sur S, étant d'ordre 1 ene.

Ces expressions peuvent étre récrites en tenant compte des identités suivantes :

-

iy =Ry (M) .T=Ra(ny)

R, et R, étant les développements au premier et au second ordre de la rotation R,
et en écrivant les intégrales sur C, d'aprés (1.58) .

Il vient :

F = - J.j p_. n_ ds

o c ° o
[+

(165)| Fue=- _[J'c [p_ R,(n ) p, n_14s - ”S p_. B ds

[ 1

l.“2 = ~ JJC I:p2 no+ pl Rl(no)+ Po Rz( no)}dS - IJS [poRl( n0}+pl.nc], as
[o] 1

Les rotations étant les mémes en tous les points de G, et de S, psuvent éire
sorties des intégrales, on a donc :

[

P = - . n_ds
E‘o ‘”‘C PO o
O

1
I

(1.66) L = R(F) - '”c p,.n as - ”Slpo.ﬁo as
(o]

= o B P R (F )}- .n_ das - ” p..n_4s
F, = Rz(Fo) + thFl Rl(Fo)] “C p,.n, g 10
[+ 1

1.3.5. Moments par rapport au point O' mobile :

(167) 6% = G0+ Ob = - 7 + 0P

et d'aprés les formules (1.49) :

—

o'plo) = 6';;.0

—? — -» —p .
(1.68) | O'P = RY(OPy) = 87 a 0P,

> _—

0’Pg = Ra(OPg) = 85 A OP,

L'expression du moment par rapport a2 O' s'écrit :

(1.69) ™o0') = - ” p. O'P A n as
C
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Soit :
(1.70) M(0') = - ”,, [Po+ép( et %3107  Odeo7l *2e®07p 2y A
C.us,
[;;o+ eﬁ(l)+ ezﬁ(a)] as
d'ou
o o n ) ds
M(O" )= — J*E (0P A m)
[+
ﬁl(o' y= — _L tp_[R (OP ) A n, + OB, A R (n.) as
CO
[ o n - OP A n_ das
_,J—» p, OB, A n a3 ”S Ps %o o
o 1
(1.71) H,(0')= - “L tp (OB, A Ry (R )+ Ry(BB) A Ry (R )+ R,(OR) A nj] dS
CO
- “'[E Py [Rz.(OPo) An +‘ OP_ A R (n )] &S

[+

' o n +0O ® )1 as
” p, IR (BB ) AT + OB, A R)(R)]
Sl

B - = 4
JTS Pl OPO A no
1

Ces expressions peuvent étre simplifiées en utilisant les développements de la
formule (1.47) au second ordre :

(1.72)  R1(OPy A P

i
R1(OP,) A Ry + Ry(fg) A OPg

H

~ —~» - —
(1.73) Ra(OPo A R) = Ra(OPg) A g + RGPy A Ry(iig) + OGP A Ra(ng)

En reportant ces identités dans (1.71) et en effectuant ies mémas transformations
gue pour les forces, il vient :

ior ) n ) das
M(O'P)= — ”c P (0P A n )
o)
(1.74)| M, (0= Rl(M(O')) - ” p, OP_ A n, as - ”S P, OP_ A as
S ‘ i
i
| (0) (o) - - - - e
M M MO M)l - - P An_ds
Mz(o- )= RZ(M(o-) + R]_{M]SO FRl(M(Q))} ‘”c P, (}Po A n as ‘”s Py (&) o n s

[} 1
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Cette forme est analogue a celle obtenue en (1.66), toutes ces formules peuvent
étre regroupées en utilisant la normale généralisée Ng définie par :

— -
ng = Mo pour les forces F = Fg
(1.75) . - R .
ng = OPg A ng pour les moments M = Fg
F o=~ n_ds
Fgo '”C po g
[»]
9| 5 - [y - I oy
(1.76) Fl = Ry(Fo) ] p,.n ds ] Py
’ fo) 1
F2=R(F F 1- R_(F - ."ds—f .n_ das
P2 = Ry(Fo) + Ry(F 1~ R (F 0)] J'J'C p,-n, JS P, -1,

[+ 1

1.3.6. Moments par rapport & un point O fixe :

Le transport du moment en un point O fixe s'effectue par la relation classique :

(1.77) '-M’(o) = W(O') + 66' A F—’, avec _CT(,)'_= _1?

qui se développe en :

o) (o)
M(0) = M(D')

(1.78) | = .

M (0) =M (0') +7 A T.AF
2 (0') +T) AF, + 7T, AF,

1.4. EFFORTS EXERCES SUR UNE CARENE :

Dans ce qui précéde, nous avons considéré I'ensemble des efforts exercés par le
fluide sur la caréne. Un examen des formules (1.64) et (1.74) montre que certaines
intégrales ne dépendent que de la géométrie du corps et peuvent donc étre évaluées
indéependamment de la résolution des problémes hydrodynamiques. Il est possible de
décomposer I'ensemble des efforts auxquels est soumis une caréne en quatre parties :
les forces extérieures (forces de pesanteur et forces de liaison) ,les efforts

hydrodynamiques fonction des potentiels ¢, et ¢, , les efforts hydrostatiques ot les

mouvements des corps n'interviennent que comme facteur multiplicatif et les intégrales
sur Sy .
1
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1.4.1. Forces extérieures :

- Forces de pesanteur :

Les forces de pesanteur sont données aux différents ordres par :
F.(0) = o
g -
(1.79) Fpy = 0
- — e d
Fpp = O

L.es moments par rapport au point mobile O s'écrivent :
(o)

—r - * -

'y = ¥ i i 1=-Mg T A OG

Mo (0) = + Mg [-¥, i+ X, L) g I A 0G
[s] )
- " - - -
M, (0') = + Mg 1A R (56
i1

M (0')=+Mg[(-© X +© Z_ )i _ +(© Y +0© 2
Py 2,6 * G X 2, 6, Y6

(1.80) ﬁpz(O') + Mg -{z A R, (GGO)

MP (0") + Mg [(—9z XG + Qx ZG

2 2 o 2 O 2 o0 2 o

+Mf -0 6 x -(6.+406.)Y.+6_6_Z
2 x % %6 %" %) Yo % %2 %

2 2
[+ +e Yx +60 0 Y +6 0
Y, 20 6 %[ Y6 X

i+ €+ Z_ )1
) I+ (6, Y, + 8 2, ) ]

ou XG,YG,ZGosont les coordonnées du centre de gravité du corps au repos dans le
L -]

repére (O,x,y,z) défini par :

- l -
= = OP_ dm
OGO M . o

Ces moments se transportent en un point fixe O par :

o) (o)
Mp (0) = MP (0')

(1.81) Mpl(o) = Mpl(O') + Mg [TYlix— 'rxl:i.y]
M (0) =M (0') + i-r1 1
Pz( ) Pz( ) Mg [Tyzlx -rley}

- Forces de liaison :

La caréne peut étre_soumise & un ensemble de forces extérieures quelconques

que nous noterons F| et M; .
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1.4.2. Efforts hydrodynamiques :

Les efforts hydrodynamiques sont obtenus en reportant les termes en ¢, , ¢, et F,,
des équations (1.60) dans les formules (1.65) et (1.71).

It vient , pour les forces :

a(o)_ =
F, =0
- - oo
d:l. fc 1t P ch at.nods
° o
(1.82) }
. F =1
d2 P”I +—(grad¢)+Pp grad——%+
F, 1 Ho as
¢
Les moments par rapport & un point mobile O' sont donnés par :
(@) -
M (0') =0
Mdl(o ) = - ” p, (8B AR )ds=p ” —¢ (Be A n_) as
c c
o) [=]
(1.83)
Mdz(O')= (o)+p” [ at+—(grad¢)+
b, - .
P P grad e +?_ F ] OPOA n, das

_ e
Les transports par rapport a un point fixe O des efforts hydrodynamiques s'écrivent :

Mgt® (o) = 0
—’
(1.84) 1 Mg, (0) = Mg,(0"

i

—llp
Md2(0) Mg (0) + 'r1 A Fd'l
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1.4.3. Efforts hydrostatiques :

- Forces :

Posons gPo = XT + Y-i; + Z-i; les forces hydrostatiques sont données a l'ordre 0

X
par :

(o)
= (o) =
P = + ”.C £ g (z—zF) no das

o

) J.J.c‘:> U SFOP A

(1.85) - .
(e} no ds - '”sy P9 (z—zF)(o) no das

. . s
SF, étant la surface de flottaison au repos, on a sur cette surface :ﬁo =1, ot 7 ZE,

.ce qui entraine que l'intégrale sur SF, est nulle. Par ailleurs C, U SF, est une surface
fermée qui délimite un volume V, correspondant au déplacement de la caréne au
repos .On peut appliquer la formule du gradient dans le volume V,, Ffo etant la normale
extérieure au volume . Il vient :

(o) - -
(1.86) = I” P g grad (z-z ) &V =p g V_ 1,
v
o]
Alordre 1,0ona:
Fh]_ = R1(Fh )y + IIC £ g POPl lz no das = Rl(F'.n ) + L
o]

o) -
Rl(Fh )=pgvoelAn.z_=ngo [eyi -6 i]

1 X xl Y
daprés (1.49) :

i

PP .3 -
of1 7T, "8, X+e ¥
L'intégrale 1,s'écrit alors :
I"=” pg(T-9 X+ 6.Y) Eods-‘” pg(T-6.X+©O7Y)n as
c, usr® ¥ * SF Y

I,- ”jvp g grad (T 6 X0, Y) av - ”S; g (170 XHO,X) §, 6s

L]

= -0 1 401 1 - -0 X0 ¥) i_ ds
IL,=pgVv, L eylxmxlyl ”52 g (7; ey ) i,
. . o 2(0) s . .
Le premier terme se simplifie avec R (F 1, ), et apres avoir posé :

S =Hpgds=pgSF
a3 SF o

s =”pgyds
34 SF
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S =-J-J. P gXdas
35 sp

il vient :
- —
(1.87)  Fpy = - [8ag 72, *+ S3q4 O+ 835 8] Iz

A l'ordre 2, on effectue le méme développement :

- {0} - .(2) i
th = R(F, )+ lehl- R(F )1+ ” pgrp, 1 n as
(o) - R PAV_ " - 2 s
R(F, )=pgV(® i-8 i)+—1(0. 6 i+e 68 i~(0 +6_)i)]
2 h oY, X X, ¥ 2 X, 2, X ¥, 2 Y xl Yl z
- () - o~ (o)
F_ - = -
R I n, R (F, )i L A Fhl e AR(F )

i

- - - 2 2 -
=9 AF -[0 6 i-6 6 i+e+e )il
1
hl zl xlx Yl zly xl yl z

. 1 2 2
PP.i =7 +2[0 0 X+6 6 Y- (6 +6 ) 2]
Z 2 X =z
2 1 % 1% n

Par le méme procédé que pour le premier ordre, on obtient .

- - - 2 2z -
” PP i n aS=pgVIie ©® X+6 6 Y-(0. +6._ )i+
o2 z o© oxlzl lel xl Yl

pg Vo[- 9Y21.x+ exz:l.yl

N

2z 2
-” paglr +>1e e X+e 6 Y (6 40 ) Z] -
22 xlzl lel xl Yl

e X +eo_Y]ads
Y2 2

Soit, apres simplifications, compte tenu de Z = z sur SF,

(2 + 9. ) e o
1.88) F, =e AF_-[Is 1T S S S +—Y1—z¥]+
(1. h, 1 h 33 =, 2 F 34 " x, 2
exle )
Sy5 [0, ~ =3 1] 1,
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- Moments par rapport au point O' mobile :

A l'ordre 0, on écrit :
(o) (o) _ -
M (0') = ”c P g (zz,) (Op An)ads
Lo
o) (o)

(0') = P g (2z-z,) (OPAn)das -
L oh ) 45 -

J‘ (o) _ -
r g (z-2_)% (OP_ A n ) ds
SF P (o] (o}

O
Pour la méme raison que pour les forces, lintégrale sur la surface de flottaison au
repos est nulle, on peut appliquer a la premiére intégrale la formule du rotationnel:

(o) - (o), :
M (0) = - ”I Rot [p g (z-7,) OP_1 Qv
VO
Or:
- (o), (o) . .
Rotr Ip of z—zF) OPOJ = p g z—zF) Ro_i; OP°+
- (o) .
grad p o( z—zF) ¥y 0‘.-?0
d'ou :
(o) - i = ' -

o o
Si 'on définit le centre de caréne C, par:

- 1 - - - -
0C=--—”-J’ OP dV=X_3i +Y i +2Z_ i

[ v o
o ‘v Co X CJY C=

[
il vient :
el V (-¥. 1 +X_ 1)
0')=-p9 -
(1-89) M'l"n (0*) o Co x Co v
Alordre 1,0ona:
D) (o)
uh {0') = R (Mh(o')) + ” pgP pl 1 op Ands R (mh(o'))u,_
O
__(o) . - e -
Rl(Mh (0'-)) =-p9g Vo[-uezlxcolx- ezchon.y+ (xcoe"‘1+ Ycoeyl) 123
ngJ PP 1(09An)ds—pg”- PPll(OPAl)dS

CUSF
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I.-—pgV(e i+6© E)Aﬁc—-p'gu (T, =8, X+8,¥) (Gp Al as
9 o le le (o] SF Zl Yl x]_ o] Z
I.=_ - ra rg

;=P gV e Zoite Z i-(8, X +8 ¥, )i)

1l o cho l o 1co

—pg” (r,-© X+8o ¥Y(Yi-x1i)as
SF y

1 N * x ¥
En posant :
S =~—ng XY as
45 Jgp
[+ ]
8 = p g I Y 4as
44 Hep
(o]
o= [ %x° as
Sgs = pg..[

le moment hydrostatique au premier ordre s'écrit :

(1.90) M (0') =[-T S -© S' -© S, —pav (8 Z —-©O X )1
Mhl zl 34 xl 44 Yl 45 [+] xl co zl co X

[-T S -6 S -© 8 —-pgv (0 Z -6 Y 311
zl 35 xl 45 Yl 55 o yl co zl co b4

A l'ordre 2, on a de méme :
. L)) - o) o . -
Mhz{o y = R (B (0)) + lehl(o )= R (M (0'))1 + pg ”C PP i GP A D ds
’ L ]
(o) . - -
R(M (0')) =-pgvV (<0 X i-© Y i+(X © +Y © )il
2 l'Ih (o] z2 co p .4 22 co Y co xz t::o y2 -
f’i‘-r-?- (e’ +o. )¥_+0_ 0 X_ 13
-5 [ (e, 8, Y, 113

1 %1 %% XY, 5 X

2 2 -
+ -8 e'Yc—(ex+ez)xcli
1 ¥, S 1 2 %% ¥

+ e 8, ¥ + e 8, X, 1 523
1 "1 o yl 1 o
- (o) - (o)
Ry U‘lhl(o - Rl(Mh (0'))1 = Rl EMhl(O')I* Rl ERl(Mh (0'))1

En posant :

— -1 -~ -
(0') = (0'Y+ pgvV I[B& X i + 8 Ycll
Mhl 1%1 oz e Tx Tz ey

it vient :
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1l o 1

l o 11 o

' = ' ™ 3 'l - 3
Rl[th.O )] Rl[M.hg-O Y1+ ngo[ ezl'fcolx-l' ez Xc 1Y+( GY ez Xc +ex ez YC )121

(o)

o2 2 - 2 2 -
~R,[R,(%,(0"))] = pgvfle, ¥ + o, Y+, 8 X )i~ (8, X+6 X+o e Y)i

1% Y1 % ¥ ¥ % 1 %

1l ©

1 Y1 G 2

+(e 9 X -9 8 Y )'i'zl
¥ 0. 1l 1 o

b S §

soit :
e e =)
T= .” PP i OPANG B A 1%
Pg o' 2 Tz onos-pg” [fz-eyx,+exy+ 5 X+ = Y -
c, c 2 T2 2
o
92 +QZ
(o, v ) )
5 Z] OP A n_ds
. o o
et, aprés application de la formule du rotationnel :
4 b4 2 2
e o CIR CHE -
1% % ¥ - RS
I= vngOE[(ex B T X 1A - — X -
2 o] o] o
(exlezl) )
( 298, )% 13
Y, S
CHCH e, 8,
171 171
+ ( -8 YY —-(e + yx, 11}
2 y2 co xz 2 o z
2 2
e,_o, e e (e_+e_)
1 - .
—pg” [r, + 121x+ 121Y—-1Tz‘,—e X+e YIOPAids
sF_ 2 , ¥a 2
o]
ce qui entratne :
q ez ..|.ez e a
- = * Y Y1 %5
(1.91)  w, (0") = 8,2 M(0") ~ LT, = =57 2p) S50 ~ {8 F 7757 Fag ~
2 1 2 2
: ex GZ
171 i
(GY - > ) 345] i
2
e o’ =R}
N e+ N z]‘)s
- [(Tzz— 2 Zp) Sas” (& 2 Va5
Bx ez
171 ., 47
(e ) )555] J..Y
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2 2
+pgv (e X -0 Z, -5 (6 +e )Y +

N

1
+pgv 0 X -~© %+
oz, c, ¥, % 2 ¥, 2 S ©

[
)
+
nP
1
|

- Transports en un point O fixe :

Le transport est effectué classiquement a I'aide des relations :

(o) o)
M (0) =M (O)

M (0) =M (0') +pgV (T, i-T 1)
Mhl Mhl oYX XY
M (0) =M (0')+ 7T AF +pgv (7, Li-T_1)
Mhz "h2 18 ) oy, x X,y

(1.92)

1.4.4. Intégrales sur S,

D'aprés (1.76), les intégrales sur S, sont compo)sees de termes en p, et p; donnés
par (1.60). Compte tenu du fait que sur S, , (z-z¢ ) =0 , seules subsitent les intégrales
en py qui se mettent sous la forme :

2o
(1.93) =] lipg PPy i p —2t Ry ds

i, étant la normale généralisée (¥, ,OPg AT )

La cote de la déformée de la surface libre au premier ordre & la flottaison est :
©G"" g ié';l
=0
Le déplacement au méme ordre d'un point de la flottaison par rapport a sa position
de repos est :

Zl o 1?‘:’}?1.:1.z

ZR0
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L'intégrale sur S, peut étre calculée en intégrant sur le contour de [a flottaison T,

et sur un segment vertical , soit :
¢y =
Fo=[ ar. J pg 12-¢,1 ng 02
2y
avec

‘:-o
n ar

CTS
8

2 1
J pg (2 - C__LZ}Z
T z 1,

ol
i
1
0
Caniry
~
e

1)
I
(=1}

- 2 -
F =——pg_[ (cl-zl) nodr‘o

(1.94)

n?!
o
St
0
(=]

Q}:&
o
|
=}

Mcz(O’ )

1 2 - -
~2pgjr (4, ~ %) OB_Amn_ dar,
o

On peut remarquer que dans ces formules, ﬁ’o est la normale a la caréne a la
flottaison, et non la normale dans le plan de flottaison. Le terme F permet donc de
tenir compte de [a pente de la caréne .

Les moments par rapport & un point O fixe sont les mémes que par rapport au
point O' mobile, les transports n'intervenant qu'aux ordres supérieurs a 2.
1.4.5. Bilan des efforts :
Si le flotteur est en équilibre initial, la résultante des efforts est nulle. Ceci entraine,
en I'absence de forces de liaison :
Mg =P 90 Vo d'aprés (1.79) et (1.86)

et:
Xco = XGQ

Yoo = YaGg d'aprés (1.80) et (1.87)
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On peut alors regrouper les efforts hydrostatiques et les efforts de pesanteur.
Aprés avoir posé :

OP =Xi+Yi+%Z3i

o X 4 2
oc == J‘H OP 4V =X 31 +Y_ 1i+2 1
o] v o Cly C =z
o v
(o]
oG =lJE§p am=X_ i4+Y_ i+7Z_ 4
(o] M o G x Gy G =z

(1.95) | S3a =P 9 ”sr-' Y a8 =84,
"

S =—pg” X4as =8
35 P 53
o
5 = ” Y° as + V(2 'y
aq ~ P9 PIVIZ, 2, ) =S, P IV (%, 2, )
SF [+) [ o) o]
s =-pg” XYas =8
45 sp 54
S = ” X ds + v '
55 ~ P9 P g V(2 ~Z5 ) =Sgt P9V (Z, %; )
5F o o [o] o)
O
Fhss= h+Fp
et
iih =M+ M
s P
I vient :
=0
Phe °°F
| # =-1s_r1 +s.e +s.0 11
34'x 35 -2
(1.96) | ™ 32 1 1
-4 2
o 49 CIECR
F B.AF — [S_.(T lY]‘z)+s(e+ L L,
Fhse =94 % 33( z 2 F 34 X, 2
2 2 2
ex z
1l 1 re
Sas(eyz_ 7 )13,
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(o) -
] =0
Hg(0")
M _ (0')=-1[r S +0© S, +0© 5, 11i -
Mhsl zl 34 xl 44 Yl 45 X
(tr S.+© 8 +@ 5141
z1 as xl 45 YJ. 55 Y
2 2
o +o
- X Y
(0") = — [{T_ - z )5S + (e + )544+
Mhsz z, 2 F 34 x,
(1.97) _ -
(eY ) 8451 .'l.x
2
2 2
e 1o
Y
T UT, m g Zp) Syp Y (G ¢ Y Sag
2 2
(GY - ) 3551 J.Y
2
+o,AM _(0')
1
Le transport au point O fixe étant effectué par :
(o) _(o)
¥ (0") =¥ (0)
(1.98)]  "%el0") = Mpel®)
i 1
M (0')=M4 (0)+ T, AF
uhs2 Mhsz 1 ‘ns;L
En notation matricielle, a Fordre 1, on a :
2 00 0 O O O . .
hsl o0 O s} 0o 0 -rl 'rl
(1.99) ——] = - 00 S;5 534 535 © e =~ 5 —
' Mhsl C 0 Sy3 B4 Sg5 © ©, %
008, S, S 0
00 0O O O O

= 0] I "
La matrice S est une matrice symétrique .

On peut regrouper de maniére semblable les efforts hydrodynamiques et les
intégrales sur S, puisque ces termes ne sont connus qu'aprés résolution des

problemes hydrodynamiques :
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avec :
T ) - -
b= 2L et 2, =PP.i
1 g ot 2=0 Z=0
ona:
o)
Fqg =0©
F —p” e - ds=—” p..n_ds
hdl t o e 10
o
Fha, = &2 hd; +
(1.100)
a6, .
fo] II - + = (graﬂ ¢ 3} + P P grad Fre + F2 ]nods -
I (Cl— Z.) n 4ar
O
o) .
Hoa©) = 0
0') = ” ——= OP =_” 3 g
th(l Y=p o o An, ds cpl(OPoAno) as
o o
(1.101) | Hnal0") = Sa K (0" +

¢
p” [—_+ (grad¢)+PP.gra.d-—l+F2 169 A n as
. o]

*ﬂf _ 2 - -
2 . (Cl Zl) OPO A n° ar

o]
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le transport du moment en un point O fixe étant donné par :

-(0) -{0)

M (O =M (O

hd hd

(1.102) M (0) =M (09

hd hd
1 1

M (O =M (Oy + 1 AF

hd hd 1 hd
2 2 1

Ces termes seront explicités dans le chapitre suivant.

1.5. EFFORTS D'INERTIE :

Les efforts d'inertie sont habituellement exprimés sans approximation dans un
repére lié au corps en mouvement . Cependant, les efforts et les mouvements aux
différents ordres étant connus dans le repére fixe (O,x,y,z), nous développerons les
efiorts d'inertie aux différents ordres dans ce repére.

Les efforts d'inertie pour un corps en mouvement solide sont donnés par :
. E = y P) dm M = O >
(1.103) Fy JM V() et W, In 6P A (P) am

Posons : 0P°=X1X+Y:.y+ zZi
Le centre de gravité G du corps au repos est défini par :
M BGO = I BPO am
M
- Forces d'inertie :

Les forces d'inertie développées aux différents ordres donnent, d'aprés le
paragraphe 1.2.3:

alordre 1 :
(1.104) F, =M T, +MO A 0G_
1
a l'ordre 2 :
- - R 1
— LY ] .1 ad Ll Cad - o — -
(1.105) FMZ M T+ M6, AOG+ MO AT +MBE (8, )

- » ® [ -
- oG
+M91A11+M91A(91A o)
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- Moments d'inertie :

En procédant de la méme fagon avec les moments d'inertie, on obtient :

alordre 1 :
(1106)  § - [3n%, an-mBepT,) + | (8B, oo (Ge,.5,
M, OP A y, dm = M(OG A T ) + | [6,(0P ) — OP_(OP_.S,)] dm
1 M M
alordre 2 :
M. =] [OP A +0 >
MMz jM o D7, +OP, Ay lan

etcomptetenude: Gp =7 + 8 A OP
1 1 1 o

- — :‘- :.. - 2 - — :.a-
=M (OG + - .
%2 ( o 74\ 1‘2) JM[SZ (OPO) OPO (OPO 92).3 dm

- —_ —

-t .e - - - -
+ M 0G +
o D (O AT,)+MOG A(S AT)

-

(1.107) - e = - . P
+ IM OP_ A [©A (©,A OP )] dm + IMOPoA [8)A (8,A QP )] dm

— - -
-

+ M — L3 + —r ”>n -— — — LYY
'rlA 1'1 M 1'1 A (911\ OGO) + M (elA OGO) A 'rl

+ — - - e -
J-u [(e,A OP ) A (S A OGP )] dm

- Notation matricielle :

L'expression des efforts au premier ordre peut &ire simplifiée en utilisant la
notation matricielle. Aprés avoir posé :

2 2 2 2 2 2
I =J(Y+Z)dm, I =J(Z+x)dm, T =J(X+Y)dm
44 55 66
M M M
= = -— = = e r I = I = - j
Ta5 = T5a IMM am,  Tye = Tey J.sz am 56 65 . ¥Z dn

Le moment a 'ordre 1 s'écrit :

-

(1 1 08) .'MMl =M (gGOA :r‘lH) + ilel
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avec :
_ Tsa Tas Tae
i,= _ T4 Ts5 *s6
Tea Tes Tee
Si 'on pose :
M 0 O 0 Mo - M
G ¥g
s ] O
P = 0O M O et T = -M 0 M
(1.109) o %,
O (o]
0 0 M M -M_ 0
¥s G
[} [+]

F M 0 o] 0 M - M T
MMl Z., Y X,

o o .

F, 0 M 0 -M 0 M T
MY]. ZG xG Yl

O [»] .o

P o o} M M -M 0 T
Mz, Yo *g =

= o o )

1.110 _ e

( ) Muxl 0 Mz G My G 144 145 I46 exl
[o] [o]

M o - M I T 1 )
lﬁﬂl Za X 54 55 56 ¥y

o Q ..

' - M M 0 I I I
6
MMZl YG xG 64 65 6 zl
(o] O

ou bien, en notation matricielle :

7 5| @ - 5
M1 : Ty B T,

(111 || = |t | = | B |
M, T T, e oo
; ! 1

Les matrices P et-T_Isont des matrices symétriques, ia matrice T est antisymétrique .
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Chapitre 2 : RESOLUTION DU PROBLEME DE DIFFRACTION -
RADIATION PAR UNE METHODE DE SINGULARITES

INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous allons exposer la théorie permettant de résoudre les
problémes hydrodynamiques de diffraction-radiation par une méthode de singularités.

Aprés avoir posé les différents problemes hydrodynamiques, nous construirons les
fonctions de Green en profondeur finie uniforme, puis en profondeur infinie et nous
déterminerons leurs comportements asymptotiques. |l est alors possible d'établir les
équations intégrales dont les solutions sont les densités de singularités cherchées.
Celles-ci permettent de calculer les potentiels et les vitesses dans le domaine fluide.
l.e comportement a linfini des potentiels permet de vérifier la validité des hypothéses
émises lors de l'établissement des expressions des fonctions de Green. On peut
ensuite poser les différents problémes élémentaires : les problémes de radiation, qui
conduisent a la notion de masses ajoutées et d'amortissement dont on démontre
certaines propriétés, et le probléme de diffraction ou 'on met en évidence les forces
d'excitation dues a la houle incidente. Ce dernier probléeme est lié aux problémes de
radiation par les relations d'Haskind qui donnent une expression des forces de
diffraction a partir de la solution des problemes de radiation.

Une fois ces problémes resolus, les équations de la mécanique nous permettent
de déterminer les mouvements des corps, ainsi que certaines grandeurs telles que les
forces d'ancrage ou de liaison entre différents sous-ensembles. L'ensemble des efforis
constants du second ordre, appelés efforts de dérive, peut étre obtenu sur chaque
corps & partie de l'intégration directe des pressions au second ordre. Certains efforts
résultants du second ordre sont donnés par les relations de Maruo-Newman établies
a partir de l'application du théoréme des quantités de mouvement. En plus de la
vérification numérique des résultats, ces relations permetient de démeontrer que les
forces de dérive sont dirigées dans le sens de propagation de la houle incidente.

2.1. POSITION DES PROBLEMES HYDRODYNAMIQUES AU PREMIER
ORDRE POUR UN ENSEMBLE DE CORPS:

Dans ce qui suit, nous allons poser le probléme hydrodynamique au premier ordre
pour un ensemble de N corps oscillant indépendamment et sollicités par une houle
monochromatique unidirectionnelle.

Tous les développements etant effectués au premier ordre, nous omettrons l'indice
1 dans I'écriture des formules.

by " 3 ra —’ L]
Chaque carene pouvant osciller indépendamment, nous noterons Vp, la vitesse
d'un point quelconque de la caréne i.
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A partir des équations (1.34), on peut donc écrire :

[ Ap=0 dans D Equation de continuité

o - —
é_ Izi = VEi' n lzi i=1,...,N Condition de glissement écrite
n

sur Ia position des corps au repos.

!l 0
@1) —? Lep=0 Condition de glissement sur le fond
2
J% 30 db iy e
— + 28 —+g—_o=E9| i Condition de surface libre écrite sur le plan z=0
ot ot oz =
[ ¢—>¢ 21 oo
avec .
ag ch mO (Z+h) .
22) ¢;=- = OhmgE cos [m (x cosf + y sinf) - wt]

mq étant solution de w2 = g mg th mph

et ¢; étant le potentiel de la houle incidente vérifiant :

Aq)I =0 dans D
0

(2.3) S ¢I| 0
oz =h ~

on peut poser :

*%k

24) ¢;= ¢I cos Wt + q)! sin ot

avec .

KPS

cos [m, (x cosP +y sinP)]

2.5)

o =- ~ ThmE sin [my, (x cosP +y sinf)]
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Le potentiel ¢ se décompose en :

(26) q) = ¢I + q)p

ou ¢p est un potentiel de perturbation.

L'excitation due & la houle étant harmonique, et les équations linéaires, la réponse
en régime établi est harmonique :

* *k

27) ¢=¢ coswt+¢ sinwmt

L'expression E¢ peut donc étre écrite sous les trois formes suivantes :

2 2
d ¢ od 9o 2 o o¢ 2’ g  db
(28) —+28'—+g—=-000+2' — +g—=(-kd+= — +—) avec k, =—
e R i F o L 07g
on adonc:

* *%*
(2.9) (I)p = ¢P cos mt + ¢P sin wt

et

— — —
(210) V=V .cos®t+V 4, sinat
g E;

Les conditions & satisfaire pour le potentiel de perturbation ¢p s'écrivent :

rA(i)p: 0 dans D

a{bp ...M,)* _)** . N a¢l .

5 l§3i= (VEi cos wt +VEi sint) . n Izi Ty izi i=1,....N
2.11) - aq)p

5z =1 =0

VA
E q)p Lo =0
\¢p >0 ale

En séparant les termes intervenant dans la condition de glissement, on peut
paser :

‘ N
Q12) 4,=0p+ 20y
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ou ¢, est le potentiel solution du probléme suivant :

(Ad,=0 dans D

oy aq)l

T lzi= -y Izi i=l,....N
My

oz lz-_--h =0

E oyl =0

Oy —>0 aTe

(2.13)

A

Les efforts de diffraction sont obtenus & partir de la pression sur le corps :

a laquelle: il faut ajouter, pour obtenir I'ensemble des efforts dus a la houle, le
terme -p d¢/at:

90, 99

2.14 = ap(——
(2.14) p p(at+at)

et le potentiel ¢p. solutionde:

-

Agp =0  dans D
aq)Ri R e .
e 1Zi= (VEi cos ot + VEi sint). n !Ei
aq)Ri
(2.15) < o izj =0 pour j#i
a¢Ri
5 Ly =0
B g o =0
0. —>0 A les

1

Avec cette décomposition, on voit que le probléme complet est, au premier ordre,
la somme de N+1 problemes élementaires, le potentiel ¢, correspondant a la
solution du probléme de diffraction de la houle incidente par des corps fixes, chacun
des N potentiels ¢,. étant la solution d'un probleme de radiation correspondant a
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une vitesse imposée du corps i:

% ke
- - -

VEi = VEi cos Mt + VEi sin ot

en ead initialement calme, les autres corps étant maintenus fixes.

Les inconnues du probléme sont les amplitudes (en sin ot et cos wt) des
mouvements des corps a partir desquels on peut connaitre les vitesses. Comme les
mouvements des corps ne sont pas connus a priori, on décomposera chacun des

potentiels ¢,. en 12 problémes élémentaires (3 translations et 3 rotations en sin wt et

cos wt) pour lesquels on choisira une vitesse unitaire. Ces 12 problémes se réduisent
d'ailleurs 2 6 si I'on impose la phase de l'excitation comme on le montrera au
paragraphe 2.6. le nombre total de problémes a résoudre est donc de 6N+1.

Chague probléme de radiation élémentaire est défini par :

Aq): =0 dans D

1
q * * Eey

aq)Ri e —1 —1
p izi= \/’Ei.ncos,oatl}:i avec iVEiI =1, Vg =0

1

q

Mg, .
(2.16) 5 ™ !Zj =0 pour j#i
q
20g,
7z =h =0
q
E . g =

q .
[ 00 ale

Les efforts élémentaires sur le corps sont obtenus a partir de la formule de
Lagrange linéarisée :

q
g,

ot

@17y p=-p

2.2. RESOLUTION DU PROBLEME PAR UNE METHODE DE
SINGULARITES , FONCTIONS DE GREEN :

Pour chacun des problémes posés, les conditions de glissement sont affichées
sur des limitantes fixes correspondant a la position de repos des corps. Ces problémes
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peuvent étre résolus a l'aide de la méthode des singularités décrite dans l'annexe 2.

\

= —
Sle .
\ Eq \ !
SL N ! \ 1/
~ - & v b
e \
\\ ’/
Figure 2.1

Pour des singularités fixes fonction du temps et des carénes coupant la surface
libre, ia troisiéeme formule de Green s'écrit a chaque instant :

L ([ 20, o0
) . vl = =% MM dsv) +
Me 1, ¢, (M) 4z | dny.  dngy
)3
218 Me ¥ ¢e(M’t);¢i(M't) =1 (( ;
\ — -0y — & (MM',1) dS(M) + 1
| Me g, 400 | | = J CRLVY aer % ( t) dS(M) + 1,

x
[ 2=3,U 3, U3y

09, )
— — M,M',t) - — G MMt | dS(M'
“H [az,?n 0-9, — G M | SV +

SLe

N

1 oy )
[— & MMD-6, —§ MM,H ]S
oz’ oz’

j=14m
SL.::

. iJ

Les indices e se rapportant au domaine exiérieur et ij au domaine intérieur de la
carene j.
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Compte tenu de la condition de surface libre du probléme (2.8) :

% 6., >

09 @
e j) —
— =k, , —=k¢. , —I=k @* avec k,= ’
“az Ve gy HC 5y 0 ° e

le terme en I, donne une contribution nulle. La troisiéme formule de Green et
les équations intégrales seront donc les mémes que pour des carénes immergées.

Le potentiel ¢ est de la forme :

*

(2.19.8) oM,D) = (b* cos ot + ¢* sin ot

On peut donc écrire :

- Pour les potentiels en cos ot :

( ) (( 3. o,
Met ¢ 1 e 3 cos wt
e e -— — o o [ + g (MLM',1) T dSOM
* ¥ 4TCJJ(BH an)M[MM' gC( )] ( )+
(219b) £ ¢6+¢1 >COS (D= 4 E
Me Y, T i
. 1 % 0 Ccos ot , ‘
| Met, ¢, | e @ -0 o [ +8e MM,D] dS(M)

>

- Pour les potentiels en sin ot :

- P N [ n ® ¥ LR ] )
Me 1t ¢ 1 (| 90, 99,  sinat -
e e -— | | (— - )y [5m + 85 (M,M',1) 1 dS(M) +
dk Fw 4TCJJ Bn Bn M MM
(2.13.c) Me S ¢ T9; Lsin oot= - ,.E
2 \
" 1 e ww Jd sinmt MM 01 dSOMT
| Me 1, ¢, J E;c— (¢e‘¢i)M'an—M[w|+gS( ML) dS(M)
L ')2
- Les fonctions de Green :
2.2 MM gos ot M, M'
220) GoMMY = T +gc MMD
2.21 : -MM' sin Ot MM
(2.21) ‘%S( . ,t)—m+gs( ML)

devant veérifier :
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[ a) E%,CIFO=O E%sl,_=0 VMeSL et Me 3
d 0
b) i l_,=0 s | n=
0z dz
) Ay e =0 ApGs =0
< 8¢: . 9 8¢Z*
(2.22) d) J G c MMD - M) — G MM,0) + — Gs (MM -
Ny g onyp onyp

o g
0, M) — G s MMp] dS M) =0
¢ onyy.

ol Z_ estune surface fermant le domaine a l'infini

2.2.1. Détermination de la fonction de Green 4 ¢ (M,M',t)
en profondeur finie uniforme :

Pour déterminer la fonction de Green en profondeur finie, nous appliquerons les
résultats du paragraphe X de l'annexe 2 avec une singularité fixe en cos wt.

L'application des formules (A2.21) donne dans ce cas :

GeMM.O)=0 +0 +0,
_—— 1 1 Mf t L] 1 Ml LI, | 1 2h
(I)l—COS (Dt(m'l‘m) (X,Y,Z) » O(X Y 2 )
2 oo

(2.23) —2 cos wt k@

(4{)2 = ———Re do (1- th kh) ch k(z+h) ch k(z'+h) e dk

i
-1t/2 0
W= (x-x)cos 0 + (y-y)sin 6
2 oo
1 c¢h k(z+h) ik(x cos & +y sin @) A
¢3 = '-;E—' Re do kdk “Ch—k_h € ¢30 (G,k,t)
-2 0




- Eg —

A

~1g

t

0,00 =

s;=-€+1i+/gkthkh
s, =-€& -1/ gkthkh

aveec |

On met donc ¢, sous la forme :

ch kh / gk thkh :
0

cos Wt ch k(z'+h)e

-ik(x' cos 8 +¥' sin 9)[651(“7)

esz(t—’!:)] i

/2 oo
1 ch k(z+h) ch k(z'+h
6. =—Re| do| kdk (z+h) (z'+h) O a0
3 g c¢h? kh
(2.24) -T2 G
-ig t L eI D s
a(t) = (— Ye b -e? )dt
Vv gk thkh
0
Posons :
t
J ioT+s{t- ’t) dt sz" eico'r+s2(t-'c)
Iy g
(2.25) A« . .
i@ T+ st-1) 14:* C-imt+52(t-1)d'c
- t() t{)

Lorsqu'on s'intéresse a la solution en régime établi, on fait tendre t, vers -eo.

On a alors :
it
[+
I =-
10)‘81
(2.26) - )
-1t
e
Iy =—
L "'10)"'81
, 8, -8
imt 1 2
L+5=e

2
-0 -1 (s, +5,) +5, 8,

iot
-€

10}'82

-1t

-I(D-SZ

I

L+,=¢

iot $1- 5,

2
0 108 +8))+88,
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soit, compte tenu de

s, -5, = 2i/gkthkh
(2.27) S ts,=-2¢
$, 8, =gkthkh

et en posant :

iot -iot
[+ [+
(228) a()= +
w W
-k0+2ie'-§+kthkh -k0-2ie’—;g—+kthkh

En regroupant ¢, et ¢, , on obtient :

w2 oo

(229 $=0,+¢,=—Re| d 8 | dk chk(z+h) ch k(z+h) ¢ * %' + b)

-mi2 0
avec :
i  k 1
a=e’ [— -(1-thkhy]
ch’kh )
—k0+218'-—g—-+kthkh
y k 1
b=e 'O . (1 - thkh) ]
ch”kh

®
-kO—Zia‘—+kthkh
g

en réduisant au méme dénominateur et en tenant compte de l'identité :

chkh-shkh = ¢

a'et b' s'écrivent :

1

. } . , 0)
a‘=elmtekh(k+k0-218—g) - o
k sh kh -k, ch kh +2i & — chkh
(2.30) &
1

1 - i t -kh * rm
p=e'" ¢ (k+kg+ 218 —)

®
kshkh-kochkh—2i8'gchkh
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La fonction de Green ‘g c (M,Mt) se met alors sous la forme :

(2.31) ‘gc MM = ¢, +¢

avec:
1 1
(232) ¢ (xy.zt) = cos @t (—— +—)
! MM MM,
et

/2 oo o -
" & X" ch k(z+h) ch k(z'+h) [k+k,- 2i €] ™
@t ae ! dx g

1 i
o(x,y,2,t) = — Re e

T ()]
w2 0 kesh kb -Jg ch kh + 2 & ch kh
2.33)
. S ¢ ch k(z+h) ch k(z'+h) [k+ky+ 2i € —] ¢
+—Ree'®| do| dk &
T w
a2 0 kshkh—kochkh—Zie'-Echkh

Il faut remarquer que les deux intégrales different par le signe de la partie

imaginaire du pbdle, le réle du terme dissipatif € de la condition de surface libre des
fluides presque parfaits est donc de préciser la position des pbles dans le plan
complexe.

La valeur des intégrales, calculées par la méthode des résidus, ne dépendant que
des pdles, on peut négliger les termes en ¢' situés au numérateur des intégrands.

Posons : (0) = (2€'w /g) ch kh un infiniment petit positif, et :

"2

e ch k(z+h) ch k(z+h) (kky) e <
@34 L= deJ Kshkh kg ch kh T1(0)
-2
T2 e .
™ ch k(z+h) ch k(z'+h) (k+ky) e <
@35 1= deJ dk k shkh -k, chkh -i(0)

Sous cette forme, il est difficile d'expliquer ces intégrales, le pdle de la fonction &
intégrer dépendant de k par une équation implicite.

Nous allons modifier la forme de lintégrand suivant la méthode développée par
P.Guével [50], utilisant la technique de lissage des fonctions par des séries
d'exponentielles due a J.C. Daubisse [15][16][17].
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L'intégrand des intégrales 1, et I, peut se mettre sous la forme :

ik®

(k + ko) e ¥ ch k(z+h) ch k(z'+h) &
k sh kh - k, ch kh £1(0)

ik

(2.36) = F(k) ¢ ™" ch k(z+h) ch k(z'+h) ¢

(k + k) € N

@37 Tl = CHth K, chkhZi0) - D

Le dénominateur de F(k) s'annule pour la valeur de k racine de gkthkh =’ ,
c'est-a-dire pour k =m, ou m, estle nombre d'onde de la houle incidente solution

de : o’ =gm, thmyh.

Pour cette valeur k=m, , la dérivée du denominateur est :

d
D‘=-d—k[kshkh~kochkh}lkzm0m {shkh+khchkh-k0hshkh]lk=mo

(2.38) ch mgh

= [koh + (mgh)*- (kb ] >0 car my>k,

moh

Cette dérivée ne s'annule pas sur l'intervalle, le pdle est donc simple.

La valeur du résidu enm, est:

I Nmp)  mgh (mythy) "o gk h
“D'(my) 2 7] = 2 (1+ th mgh)
0 [kgh+ (myh)> (keh)?] ch mgh  [koh + (myh)™ (igh)’]
soit :
1 (m.h + kh)?
(2.39) A=— Tt TR

B Ttmgh? - (kgh)* + kgh]

On peut alors construire une fonction sans péle F, (k) telle que :

Pour k —> <, la fonction F,(k) -2 ; ce qui justifie la décomposition utilisée dans
la formule (2.36).

L'intégration analytiqgue en k des intégrales I, et I, peut étre effectuée sila
fonction Fq(k) se présente sous une forme simple . Si, par exemple, on choisit de
représenter F,(k) par un développement en série d'exponentielles, lintégration est
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immédiate. Le terme contenant le pdle est une intégrale du type | (K,Z) qui s'intégre
analytiquement d'aprées les formules données dans l'annexe 3 :

o Akh _ o Ak
(2.41) Fk)=2 +nz=‘1ane T=2+F (k) = Ebane avec a;=2 et Az0
Explicitons le deuxiéme terme de la formule (2.36) :
' _ 1 k& k& Kk KE
(2.42) dkﬁmkuﬂnmxawme*mzz{e1+e2+e%+e N
avec :
?,1 =z+zZ +il®

g =7 2-20+iD
2.43) 4

&3=z-z‘—2h+itﬁ

§4=—(z+z'+ 4h)+i®

Avec ces notations, on écrit ¢(x,y,z,t) sous la forme :

/2 oo _
L 3 KAL) KOheE) KO eEp KO hed)
¢(Xsy,z,t) = —C0Q§ Ot Re Z de a]'l e n 1 +e n §2 +e 3 te n + %t ]dk

2% n=0 _
-ni2 0
AT2 0 Kk

(2.44) +—Ree+im£: d6 € };Q+e e 4) dk
' | A | k [0, - 3(0)]

o o/
7} 0
AT2 -~ . . y

+ AR -t 40 (C§1+e§2+e§3+e&4)dk

— Ree i
4n k - [m, +i(0)]
a2 O
et en utilisant les résultats de l'annexe 3, il vient :
= .k é mg
' e§1 -dk e’ E, (&1 mp) Im (ﬁ} my) =0
(2.45) .
k- [my- 1] | £ mg _
0 : ¢ [E1 (E,.l mg) -2im] Im (5:‘1 mﬂ) <0
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K-Tmg+ 101 | &mp

= ; §m .
J g |t B, € mp +2im) Im (% mp) 20
(2.46)
0 e’ By (§my) Im (§ my) <0

En introduisant la fonction J(Z) définie par {A3.16), on peut regrouper les termes
en el® gt en 7O jlvient alors :

2

1 1 1 1 1
247)  dxyzt) =——cosmt| Da_( " + + ) dO
2w =0 AME A WS, A h+E, A h+E,
-/
T2

A cos it
2

-+

Re [y (moéi) + ] (mOE_,Z) +7J (m0§3) + J(my§ ») 140

W

-T2
a2

A sin oot mgt, mgt, met, mgt,
5 Re [ e + e + e + e 1d6
7[5

-2

d'ou I'expression finale de la fonction ‘%c(M,M',t) :

2.48) G (MM) = S* cos wt + S sin oot

avec :
(@) S =Sy+S;+S,+S,
1 s 1
(b) Sp= vl Sl——
(2.49)
(c) ——Re d9[1(§)+1(§)+J(C)*J(§)]
1 1 1
(d) -—Re ) do
7L h+¥;1 A h+§2 A h+<“,3 A h+E,
(2.49)
o g N4
(e) S =A7Re l[el+eg2+ c%+e4} de
-2
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G, =my§ =m (z+z'+H B)
¢, =my &, = m; (z-z-2h+ ®)

L, = my &, =my (z-z-2h+ ®)

A

¢, =mq &, =my [-(z+z'+4h)+ O]

2

w
Ky = =mo thmgh

(T = (x-x") cos O+ (y-y) sin O

Les formules (2.49.d) donnant S%; peuvent étre écrites sous une forme plus simple
si I'on impose certaines contraintes au développement de la fonction F,(k) en série

d'exponentielles.
En effet, dans le domaine fluide, cn a :

-h€z<0

h£2'< 0
ce qui entralne :

2h€z+7' < O

-3h £ z-z-2h <-h
-3h<£z-7z-2h <-h
-4h £ -z-z'-4h < -2h

Si le développement de la fonction F,(k) est effectué a l'aide d'exponentielles

réelles négatives ou nulles (A <0), la partie réelle du dénominateur des fractions de

I'expression (2.49.d) est négative, et I'on peut effectuer l'intégration analytiquement
compte tenu des formules (A2.30) et (A2.32) écrites sous la forme :

T2

1 1 do
= - — - pour (z, -z) <O

w2 (2, -Z)+1W




- 66 -

T2

1 1 do
Y —_— pour (z'-z_ ) <0

w2 (2 -z )+il

En appliquant alternativement ces deux identités pour des points M, , M, ,M,_,
M, définis par :

Mln (x, Y, -2 —?th)
My, (x,y,z+2h-A h)
M3, (x,y,z-2h +A h)

My, x,y,-z-4h +7th)

La formule (2.49.d) s'écrit sous une forme plus adaptée au calcul numérique :

ol . 1 1 1 1
2494 Erp—
@49.d)  53=5 112:‘6 " (MlnM' ¥ M, M’ ¥ M, M’ ¥ MM’ )

La comparaison de ces deux formulations sera effectuée au chapitre suivant.

2.2.2. Détermination de la fonction de Green § s(M,M',0)
en profondeur finie uniforme :
Un calcul analogue effectué avec la fonction ’g_s (M,M',t) donne :
(2.50) Bs (MM, = $* sinot - S** cos ot

On peut remarquer que ce résultat revient a effectuer les permutations suivantes
dans la formule précédente :

%c—->"§.s ¢ S* > 8%F o t—> @t - /2

Cette remargue n'est qu'un moyen mnémotechnique et ne constitue pas une
démanstration.







Si I'on utilise I'égalité :

2
1
= —Re
T

(2.56) m—.;

-T2
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|

o

de

on peut mettre ¢ sous la forme :

2cosmt 1
= - + —
MM1 i
(2.57) <«
1
T

D'aprés les résultats de ['annexe 2, en posant :

=k, (z+z'+i W)
on a.

Zko

2 cos ot
2.58) ¢= .
MM

1 L3

+—cos ot Re

Re eim dGJ

Re e

w2

-2

qui peut s'écrire aussi compte tenu de (2.56) :

2

2k, -
(2.59) ¢= —coswt Re
n

2
o - de
ek(z+z+1m) dk — Re
T
a2 242 +10
w2 o ) Ty
(k0_2 ; 8'—-—) ek(z+z+ im)
5 dk +
. [ 0)
2 0 k - kO + 2 1€& E
w2 oo ® "
o (eg2i €-2) g HiT)
et ae dk
o
a0 kokg-2ig—
T2
Q) de + 2kysinwt Re | °do
—/2
72
2k, sinot Re | e°df

1
[J(C)—-E] do +

—n/2
d'ou I'expression finale de [a fonction de Green :

(2.60) Gc (MM, = 8" cos
avec :

1 2k

2.61) S =—y

MM MM, =

ou bien :

ok
ot +S5 sinot

w2

0
+——+— Re

J() de

-2

-T2




262) § =—— -——+-— Re | d—-d@

et
R

2.63) S"= 2k, Re | ¢°do

—n2
Comme en profondeur finie, le calcul donne pour %s (M,M',t) :
(2:64) ¢ s (MM = S" sinwt - S cos wt

On peut remarguer que lorsque l'on fait tendre h vers l'infini dans les formules
(2.49) :

my—=>ky . A=>4k, , § >0, >0, (>0, §y->0
d'ou :
S; —>0
2
. 2
S, —> o Re | J()de
pi
-T2
1
S; —> —r
MM,
T2

$"—> 2k, Re | ¢ do
. -2

On retrouve bien la formule précédemment établie.

Les formules en profondeur finie contiennent 4 fonctions de { a intégrer
numériquement, les calculs seront donc 4 fois plus nombreux qu'en profondeur infinie,
ce qui justifie le fait d'avoir deux formulations distinctes.

2.2.4. Comportement asymptotique des fonctions de Green
en fonction de la période :

En profondeur infinie, les expressions précédentes se simplifient aisément et I'on
obtient les comportements asympiotiques.

1) Période tendant vers 0 :
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Lorsqu'on fait tendre la période vers zéro, on a:

2 ®I2
2% ) K i)
im -——Re | J)d = —Re | —do = ——

k> T n g MM
—T/2 —T/2 1

de méme, a partirde (2.63):

72
lim k, Re | € do =0 i z+z # 0
kg—>eo
~m/2
on adonc:
1 1
s —> _ -
(2.65) MM MM,
S** —~> 0

On retrouve ainsi les résultats que I'on aurait obtenu par un calcul direct avec la
condition de surface libre valable pour T->0:

2 2 99 :
4w ¢+ gT" —1i_ 4= soit ~ ¢]_,=0
oz
dont la solution est immédiate par la méthode des images et prenant la singularité
de signe opposé située symétriquement par rapport a la surface libre.

2) Période tendant vers l'infini :

Lorsque la période tend vers Tlinfini, on obtient une autre simplification.
Onaalors :

2 T2
kO kQ
im  — Re I d0 ~ — Re Logl d0 —>0
kpy—>0 T bi®
—R/2 —/2

de méme pour (2.63):
2
im k, Re | e do —> 0

ko—-—) 4]
~T/2

on obtient donc :
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* 1 1
: S = —— + —
(2.66) MM" MM,
s™ > 0

On retrouve les résultats de la condition de surface libre du double modéle ;

2
-4z o0 o0
+ — soit — =0
P tE oz =P Jz o

dont la solution par la méthode des images est le symétrique par rapport a la
surface libre de la singularité initiale.

3) Profondeur finie :

En profondeur finie, la formulation n'est pas facilement développable du fait du
lissage de la fonction par des séries d'exponentielles. Un calcul direct donne des
séries d'images symétriques par rapport au fond et symétrique ou antisymétrique par
rapport a la surface libre suivant le cas (période infinie ou période nulle

respectivement).

2.3. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS INTEGRALES, POTENTIELS,
VITESSES, NOTATION COMPLEXE, FREQUENCES IRREGULIERES

- Equations intégrales en fonction du temps :

l.es fonctions de Green ont été obtenues sous la forme :

G MM = S* cosat + S sin wt

(2.67) { . "
gs(M,M',t) =S sinwt - S cosmt

En reportant ces expressions dans les formules (2.18) et (2.19), puis en
recomposant le potentiel & chaque instant, et enfin en séparant les contributions en

sin wt et en cos wt , on obtient :

(-2 M{(aq)" aq)i) s* (aq)e i $**1 dsov)
* 7 -— —_— - - - — N+
Met ¢ 4n an on " on an)M
[+ e J-Jz
(2.68) % +0 tooso={ 1 ([ + « 3 .
Me 2 — — 1| @0 —5 -
" 475““ anM
Met, o, )2 ;
@ -0 )yy—=> 1dS(M?) } cos wt
e anM.




*k * ok * *

[ 1 [(ac aq)l) S* (a(bc a¢1) S** AS(M
* J— - S He—— e, !
Me T, ¢ ) |G e TG e 1M
p)

¢ +¢‘ L g =

(2.69) Me ¥ e i Sin Ot
2 1 *5 %k
- — | |, - — "+
Me 1. 6. ] 41 JJ[(q’e % hr g

* * a -
@,- ¢ pp—S 1dSM’) } sin wt
ony

Z:ZIU 22 ..U EN

Si l'on pose :

* &k * * %k

G =G cos®Wt + 0 sint  ; U=l cos®t + jL sin Wt

a * #k a a * a £
D*mgws ;D S ;K* - S ;K* =3
Ny - Oy Oy, ony,

Les équations intégrales permettant de calculer [es distributions de singularités
s'écrivent, d'aprés les résultats du paragraphe 2.2 :

- pour une distribution de sources seules :

E 3
oM 1
2 4n

” [c MYK'MM) -0 M)K (MM)]1dSM) = =

(2.70) -

kk

z
0 (M) 1 * *¥ i . * a(be
- Z; [c(MHYK MM)+oc (M) K MM)]d4dS(M") =
z

2

- pour une distribution mixte de Green :
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LM 1 e F g aan oo e o :
5 [w MYD MM) -g (MHD (MM} dS(M) =
J.JZ
noe aq): ) a@:* _
- [y S (M) - —— 1y, S (M, M) ] dS(M)
(2.71) - =
K (M) i * o FE . ot oy \ '
P ML MYD MMY+up (MHD MMY)] dS(M) =
b
1 aq)e #% . aq)e * ' '
- [ s M) + ——ly 5 (M,M) ] dSM)
z
- Potentiels :

Une fois résolues les équations intégrales, les potentiels sur les corps dans le

domaine fluide sont donnés :

- pour une distribution de sources :

;

* -1 * & ok ok
¢ (M) =£—1; JJ [cM)SMMY)-0 M)S (MM) ] dS(M")
(2.72) z
¢**(M - ;_1 H [ G**(M') S (VLMY + G*(M') S™ (MM 1 dS(MY
n |
s

- pour une distribution mixte de Green :

Le potentiel est déterminé sans nouveau calcul a partir de |a solution

des équations intégrales par :

L) = -0, (M)

d'ou :
(2.73) oM =-pu M)
¢ M) =-p M)
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- Vitesses :

Les vitesses sur les corps dans le domaine fluide s'obtiennent :

- de maniére directe pour les sources en utilisant le principe qui a

permis d'obtenir les équations intégrales, les coefficients S* et S** étant calculés

pour Me }.:
; Ploawy 1 £ 98w g™ _
Ve, M=gq|—5—-— 1 |[oc M) -0 (M) 5— 1dS(M)
X 2 an d X X
y ' Z Y y
z Z A
274)
ok p c M 1 o BS** ok , 88* ‘
Vg, M=d| —5 i [G(M)ﬁ +0 (M)aK 1dS(M)
Y ! z y y

Z

- en dérivant les formules (2.68) et (2.69) parrapport & M pour
M e 1, les coefficients D* et D** étant eux-mémes calculés pour Me To !

v w2 en® 2 en D wsen

E|x ol B el B e

(2.75) ’ z §
. 1 + D™ e aD ,
v (M)=-—H[u(M)a—+u (M) S 1450V)

X 41'5 X X

Les dérivée
auraient pu étre

s des coefficients D* et D** continues par rapport a M pour M e,
obtenues par dérivation sur la surface pour M eX . Le fait de calculer

dans le domaine extérieur permet d'obtenir une formulation générale pour les vitesses.

- Utilisatio

n de la notation complexe :

Pour toute grandeur variant sinusoidalement en fonction du temps, on peut utiliser
la notation complexe :

A=A"cosot + A”sinot = Re (A ¢ ™)

N * ke
avec A=A +i1A

ol les grandeurs surmontées d'un ~ seront les grandeurs complexes associées &
la grandeur variant sinusoidalement.
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Si:
A=A"+iA" e¢ B=B +iB"
ona.:
Re(A.B) = A*B" - A™B™ |, Re désignant la partie réelle
Im(A.B) = A*B™ + A™B* , Im désignant la partie réclle

Avec cette notation, les équations intégrales s'écrivent :

- Pour une distribution de sources seules :

o(M) do

1 ) - e
277 —2—4—11: oMY KMM) dS(M) = 'gﬁ'IM
b3
- Pour une distribution mixte de Green :
2 B 11 o Doy asoy = - acl)‘"|§M' '
@78 —5—- | [ MO DOLM) dSM) = — | | 5y S(MM) dS(M)
p3 py

La valeur moyenne de deux grandeurs complexes variant sinusoidalement s'écrit :

imt

)

<A(®).B@p=<Re (A e ™). Re (B ¢

et comme :

-imt ot

Re (B e ') = Re (B ¢'™)

la barre désignant la quantité complexe conjuguée, la valeur moyenne en notation
complexe se met sous la forme :

279 <A@©®.B@®> = _;- Re (AB) = % Re (

~ 1
B) = —+ Re (

W

B+A

1l
> 1

)

La notation complexe est trés agréable par sa concision, bien qu'elle ne permette
pas toujours une interprétation physique immédiate des phénoménes. Son utilisation
n'est pourtant pas uniquement une facilité d'écriture. En effet, au niveau de Ila
résolution des équations intégrales, elle permet d'employer l'arithmétique complexe,
ce qui diminue le nombre des calculs, comme nous [e montrerons ultérieurement.

- Fréquences irréguliéres :

Les équations intégrales obtenues précédemment sont des équations intégrales
de Fredholm de deuxiéme espéce.
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La théorie des équations intégrales nous indique que ces équations admettent en

général une solution unique, sauf pour certaines valeurs discrétes de la pulsation ®
pour lesquelles chacun des N problémes intérieurs adjoints définis par :

( Ad =0 dans le domaine intérieur & une caréne
E¢| _,=0 sur la surface de flottaison de cette caréne
(2.80) = :
(0] IZ =0 sur Ia surface de cette caréne

admet une solution non identiquement nulle.

Ces problémes intérieurs adjoints ne correspondent pas au probléme de
I'excitation forcée d'un réservoir, la condition aux limites sur la caréne portant sur le
potentiel et non sur sa dérivée normale. En particulier, les fréquences irréguliéres ne
sont pas les fréquences de résonance du liquide dans les réservoirs.

Ce probléeme est fondamental dans le cas bidimensionnel. Plusieurs auteurs ont
proposé des méthodes pour éliminer ces fréquences [97][75][43][105] . Le principe
général des méthodes proposées consiste & imposer sur la surface de flottaison

intérieure ¢|,_n=0aulieude E¢|,_,=0 ,le probléme intérieur est alors un probléme

de Dirichlet dont la seule solution est ¢ =0 . Le fait dimposer ¢ =0 sur la surface de

flottaison conduit a introduire des équations supplémentaires, le probléme sera alors
résolu, soit en introduisant de nouvelles inconnues, soit au sens des moindres carrés.

En tridimensionnel, les fréquences irrégulieres ne sont pas aussi génantes que
dans le cas bidimensionnel, car elles se manifestent a des fréquences élevées,

généralement situées en dehors du domaine d'étude, et perturbent assez peu la
solution comme nous le verrons lors de I'étude numérique.

2.4. COMPORTEMENT A L'INFINI DES FONCTIONS DE GREEN ET DES
POTENTIELS

2.4.1. Comportement a I'infini d'une fonction de Green :

Si 'on se place en un point M a une distance horizontale r du point M',on a:

¥-¥' A

Figure 2.2
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X-X = Trcoso y-y =rsind
— =
ol a = (Ox, MM') o € ]-n,+mn]

W= (x-x')cosO+ (y-y)sin® = rcos(6-o)

Dans les formules (2.49) donnant S* et S** | si'on change simulianément,
(x-x)en -(x-x) et 8 en-6 ;§;, & ,83 ,&, sontchangées enEl, 22’23 ,E4 .

Comme J('Z'):fa) , les intégrands de S*;, S*3 et S** sont changés en leurs
conjugués, donc les termes S* et S** qui font intervenir la partie réelle des

intégrands sont inchangés. On peut donc limiter I'étude de S* et S** au demi plan
x-xY=20,donc e ]|-72,+72].

Si I'on fait tendre r vers linfini, les coefficients S*,, S* et §*, tendent vers 0
comme 1/r. Nous allons donc étudier la décroissance de S*, et S**.

T2 R®I2
4
*

4 ,

A A 1 2

S;=—Re | 2 J()dB~—Re | X[—tine']dd sir—>e
2r i=1 2% i=1

i
-T2 ‘ - w2

d'aprés |a formule (A3.9), le signe + ou - devant ix dépendant de la partie
imaginaire de §; [+pour Im () =rcos(6—a) 20, -pour im () <0l

l.e premier terme tend vers 0 comme 1/r, nous allons donc étudier le
comportement de :

72

; ;
> time: dO
i=1
-2
ce qui permettra de traiter simultanément S*, et S** .

Cette intégrale s'écrit d'aprés la formule (2.42) :

w2

. -2 mgh img r cos (8-0)
t4in e chmy (z+h) chm, (z'+h) ¢ do

-2

Son expression asymptotique peut étre établie & I'aide de la méthode de la phase
stationnaire décrite dans I'annexe 4.
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A=t et g(@ = m; cos (6~-o)
g (®) =-m; sin(0-0) =0 pour 6 =a.
gio)=-m, <0

Pour @ =ae ]-n/2 , + /2], cos (6—-a) =20 donc Im ({) =0, on doit donc choisir
le signe + devant l'intégrale.

La formule (A4.3) donne alors pour r —> oo ;

. T
+  2A . -2mgh ' on ‘Mmool
(2.81) 82 n—Re[ime ch my(z+h) ch my(z'+h) — e —]

T My, ﬁ

Pour 6=a=7/2 , on fait le méme raisonnement pour la borne supérieure dont la
contribution est divisée par 2. Pour la borne inférieure, g' (6) =0 et g"(8) >0, on

applique alors la formule (A4.4), mais comme Im ({) < 0, le signe - devant lintégrale
rend la contribution de cette borne identique a celle de la borne supérieure, la formule
(2.81) est encore valable.

Compte tenu de :

T
-2mgh  Moh-kph ‘7

© “mh+k,n 7

en posant :

1 s @ugh)’- (kb -
F(h) = v = 2 5 ch my(z+h) ch m, (z'+h)
- o [ (mg h)* - (kg h)* +kyh]

ona:

* * 1 e

S w~ S, ~ F(h) — cos (myr+ —)
T 4

et

*ke 1 . T
S~ F(h) — sin (myr+—)
T 4

puisque :

(Mg T-—) = sin (my £+ —)
cos(m,r-—) = smim,r+ —-—
L 0"y

Sur un cylindre de rayon R trés grand Y., centré a l'origine des axes, on a ;
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Y ¢
> >
R=r+p avec p = 0(©)
- :> . .->
R=Rcosalx+Rsma1y . >
. ¢
> >
p=x L+ y 1 N\ * .
_ =0 »
2 2 2 > ¢ ’
=R " +p ~2R.p
> 2
2R.p —
cor [ R0
R
Figure 2.3
et en développant au premier ordre :
> -
R.p 2 .
r =R - T+ o{(p) =R - (xX'cosa + y'sin o)
rw R lorsque R~ 00
On a dong, lorsque R —>co:
* wk ' . R
%c =S coswt+8 sinwt v F (h) — cos [m [R - (x'cos ot + ' sin o1)] - o1l

(2.82) ! R

1 i
‘% s =S sinmt-S coswt v-F (h) —— sin [my [R - (x'cos o + y' sin o)] - t]
L : R '

sur X ¢
0 0
dn ~ OR

d'ol, en ne conservant que les parties principales en 1/VR :

my G s

a%c
4
(2.83) a@ils
on

= —mg‘gc

2.4.2. Potentiel induit a I'infini par une distribution
de singularités, fonction de Kochin :

Le potentiel induit par une distribution quelconque de singulariiés s'obtient a partir
de (2.68) et (2.69) . En notation complexe, il s'écrit :
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2.84) ¢ = i”c(M') S (MM) + [ (M) ai S (MM)] dS M)
4r Opge
5
avec .
9=Re[0¢ ™ , a=0 +ic "

, U= +in ,§=S*+iS**

§ =F (h) —\/I_E {cos [mO[R-(x' cos o+y' sin OL)-f—;]]-E- isin [mO[R-(x' cos o + y' sin )] + %]}

- 1 i(m0R+;)
285 S =Fth)— ¢
V'R

-img (x' cos ¢ + ¥ sin )
e
On définit une fonction de Kochin H(o) par: [58]

~ - 1 - -i mp(x' cos o + ¥' sin o)
H(@)=— ————|| {ochmyz+th) e +
4y shmgh
(2.86) - s

d h "+h -i mp(x’ cos o +y' sin o) d SOV
b g leh mg(z'+h) ¢ 1} d sov)

Le potentiel lointain peut étre écrit en fonction des développements précédents,
compte tenu de : '

(ko 1)’
(2.87) sh® (mgh) = k2° .
[(my, ) - (icy h)]
N (koh)” - chmyz+h) | i@mR+)
288) ¢ = /8mm, 20 2 H (o) hO ) e | +0(‘11{‘)
mgh [(myh)* - (kgh)* + kghl shmgh /2

Sur le cylindre Y., ,0na:

~— ~

af o0 . - 1
(2.89) 'a-; = IR 11110¢ + 0("}{“’"")

Dongc :

¢ .
(2.90) 5 izm = im0
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ce qui donne :
a(l)* *k
T ™0
2.91) - y
ad *
o - Mo

Ces équations définissent le comportement a linfini du potentiel pour une
distribution de singularités quelconques situées a distance finie.

2.5. VERIFICATION DE LA VALIDITE DE LA SOLUTION TROUVEE :

Les fonctions de Green obtenues sont définies et réguliéres, elles doivent de plus
vérifier les conditions (2.22). Les conditions de surface libre (2.22.a), de glissement sur
le fond (2.22.b) et d’harmonicité (2.22.c) sont vérifiées par construction. |l n'en est pas
de méme des conditions de comportement sur les frontiéres (2.22.d) qui doivent étre
vérifiées par les formules (2.49).

Sur le cylindre a l'infini X, , on a, d'aprés les formules (2.83) et (2.91) :

aq)e ' 8(1)6 ' *® ! a '
[ = e Go MM + . Gs (MM'1) - ¢_(M) I Bc MM -

Zoa

L 0
(2.92) + ¢, (M')W%S MM,Hp]dS M) =

JJ [—moq):*fe‘c+m0¢:%s—¢:m0%s+¢e m;%c]dSM) =0
oo

Toutes les conditions requises sont donc bien satisfaites. Ceci justifie a posteriori
les calculs effectués et confirme la validité des solutions obtenues par une méthode
heuristique.

2.6. LES PROBLEMES DE RADIATION :

2.6.1. Décomposition en problémes élémentaires :

Le probléme de radiation du corps i est défini par les formules (2.15). Les
mouvements du corps n'étant pas connus a priori, nous décomposerons le potentiel

¢g; en tenant compte des inconnues qui sont les mouvements du corps i définis par :
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293) A, = AT cosat + AT sin ot

ol Agd est Famplitude du mouvement d'indice q (q=1,2,3 pour les translations

T ; q=4,5,6 pour les rotations autour de Ox, Oy et Oz, 0. ey, 0,

X’ 'Cy ' Ty,
respectivement).

La vitesse d'un point P,du corps i est obtenue au premier ordre & partir des
résultats du paragraphe 1.2.2 :

> 3 > 6 > =3
I * . 2 - % ek = )
(294) Vg () =- mg,l (A¥sin ot -Af™cos 0t ) €, - cl>g4(zsa;l sin ot - AY™cos @t ) (¢, ;A OPy)

gq désignant le vecteur unitaire de 'axe d'indice q :
—> > - = —> >
i

e, =1 ;o e, = iy, e, = i,

La condition de glissement s'écrit donc pour le corps 1 :

a(bR- - > 6 '
(2.95) 5 = Vg.n = ey G? (Af‘* sint - Aiq**cos ot)
! 1 g=1
avec .
q > >4
O, = €4.n g=123
(2.96)
q -> —_— >
o, = (e 3 A OPp.n q=4,5,6
. 80it :
aq)Ri s q* . gr* q
(2.97) - =q=1 [-A osinot + A wcosot | o

Nous commencerons par résoudre 6 problémes élémentaires ¢%,; définis par :

q
0fg,

q
= ¢ Ccosmt
én 1
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- q
App. =0 dans D
1
q* q* q**
20, a0y, 30,
oo =% Ty on 20
q* q**
20y, A0y,
0z |Z=‘h =0 oz lz— h =0
q
By, |0 =0
q{; >0 2 l'eo

Une fois ces six problemes resolus, le potentiel ¢,. pourra étre reconstitué en

tenant compte de la phase de ['excitation puisque

- sin ot

alors a partir de la solution des 6 probléemes élémentaires.

(2.99)

(2.100)

4

F

q
g,

* *ik
q s i q

solutionde —— = ©. cos Mt
on i

q q .
= cos ot + Sin Mt
$Ri ¢Ri ¢R]

*k q* q** . *
q)R Z [ A (¢Ri cosooH—(;)Ri sinot)+ Al (-

g=l

*¥k

cos mt + sin ot
O, O,

q q**
R = 21 (AlQ** Acil* ¢Ri )
q_

**¢qR - AT ¢R)

o =0 s (AY
i g=1

En utilisant la notation complexe définie en (2.76), il vient :

(2.101)

t

q)Ri = Re [¢'R e-im ]

~ q.-..

=—10)Z A b

g=1

cos (ot+m/2) .

On aura

ek

q* . q
. SN @t + ¢y cost)]
i Rj
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2.6.2. Equations intégrales :

On peut reporter les 6 probléemes élémentaires des mouvements du corps i dans
les équations intégrales (2.77) et (2.78). On obtient :

- pour une distribution de sources seules :

-

oM 1 ~ T v 1S o -4 . ey
2.102) { "2 4g o M) K (M,M) (M) = o, (M) pour Me %,
z

=0 pour Mg X,
- pour une distribution mixte de Green :

w1 [ M) D (MM) dS (M) = — c;q§ M,M) dS (M
)

i

avec .
q
.4
4 aq)Ri L = q
Gi = O-i car _ﬁ Zi = Gi COos Ot

On peut remarquer que, compte tenu de la condition de glissement sur les corps,
[e potentiel de radiation correspondant au mouvement élémentaire q du corps i
vérifiera :

(e
aq)Ri q
T 5=
q*.*
@.104) | 9%,
on ]Ei =0
q* q**
0y N,

on lEjﬂ dn iijo

Ces équations intégrales devront étre écrites pour les mouvements de chaque

corps, il y aura donc 6N équations intégrales correspondant aux 6N problémes
élémentaires de radiation a résoudre.
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2.6.3. Masses d'eau ajoutées, amortissements :

Une fois résolues les équations intégrales, on obtient les potentiels élémentaires
0%:; sur les carénes. En utilisant I'éguation de Lagrange linéarisée, on en deduit
immédiatement les efforts hydrodynamiques.

Onadonc:

- 6 q -9
Op = -1OD A B
(2.105) i q=1 i

0 -1
] = -pog Re [0 ©

i@t

of ~
p =-px=Relpe t

]

d'ol :
q

~

~ 2 6 _q
(2.106) p=po > A g,
g=1

En intégrant ces pressions, on peut calculer les efforts d'indice p sur la caréne Ej
dus aux mouvements q de la carene ;.

P 9 6 g ~4 SP
Fp,=- pO 21 A || g ng .ds p=12,...,6
q-_-
Z.
(2.107) 1 !
S
avec : n, =n pour les forces  p=1,2,3
SP —> >
n, = OP,A n  pourles moments p=4,5,6

\

Les composantes des forces et des moments exercés sur le corps j par les
mouvements q du corps i , sont données par :

p L (.4
~ ~ B,
B, == PO ZlAi G, (e, m) dS p=12,3
g=
JZ.

(2.108) !

_p3 2 SO .9 (-1 > —_ >

My =- PO qZ“lAi O, ©psOPgA n) dS p=4,5,6

L ¢ Z

D'aprés les propriétés du produit mixte :

- —

o - - — s
€53 .(OPOA n) = (cp_3 AQOPy).n
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soit, compte tenu des notations (2.96) :

B 2 L4 ~4 p .
@109)  Fy =-po XA || 6 o ds p=1.2,...6
g=1 !
%

avec, d'aprés (2.104) :

p *
0'p = aq}Rj !
i T on

Les efforts d'indice p sur le corps j exercés par le mouvement ¢ du corps i
s'écrivent sous la forme suivante :

6 8¢
2 *k *eok R
F§j=-pa)2(Afi1 cosot + Al sin wt) ¢R —1as

on
g=1 5
(2.110) < !
6 dd
2 * *k ok R;
-p® z‘,(AEi sinmt - Al coscot)J ¢qR. anj dS
=1 !
L ? Z;

On peut introduire les coefficients :

aq)R
(2.111) Mﬁ’j‘l = -p ¢R ”“"ﬁ"" dS
2

et

R;

**aq}R
(2112) BY =-pmJ oo —— ds
j

ou MP4, et BPY, sont respectivement appelés masses d'eau ajoutées et

amortissements d'indice p sur le corps j lorsque le corps i effectue le mouvement
d'indice q.

Compte tenu de ces notations, les efforts hydrodynamiques deviennent :

6

(2.113) Ff =1 o)Mpq(Aq*cosmt+Aq sin ot ) + & BY (A sin ot - A cos ot ) ]
q=1

. ST q . . .
Si I'on remarque que l'accélération I';, du mouvement q du corps i est égale a:

2 o
@114 Ty = -0 (AT cosot + AT sin at)
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et la vitesse V4%, du mouvement q ducorps i &:
q q* . q**
(2.115) Vg = -0 Af sinot +@O A" cos ®t

on peut encore mettre les efforts hydrodynamigues sous la forme :

N 6
g
@16 B =2 %’4(M BTy + BY VR

ol MPY; estunterme oscillant en phase avec 'accelération du mouvement q du
corps i, d'ou le terme de masse d'eau ajoutée, et BP‘iij est en phase avec la vitesse
du mouvement q du corps i, d'ou le terme de coefficient d'amortissement.

Les masses d'eau ajoutées ont la dimension de masses ou d'inerties, mais ne
sont pas constantes puisqu'elles sont fonctions , en plus de la géométrie du corps, de
la période d'oscillation et de la profondeur. Il serait plus approprié de parler d'efforts
hydrodynamiques de radiation.

Notation matricielle :

Posons :

11 . e 16 11 . e 16

@un @ My=| " ... | e b By=

61 66 61 66
ij Mij Bij Bij

L'équation (2.116) s'écrit avec ces notations :

N
@18 |Fy | =-i§1 (M T | + By [Vigl)

soit :
F VSRR I L B ik
Ry My My El B By El
FR2
(2.119) ] o=- ’ . ) . -
F = = ' = -
RN My Ml Tgy Bin Byl | VEn
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2.6.4. Propriétés des masses d'eau ajoutées et des amortissements :

- Coefficients d'amortissements :

Les coefficients d'amortissements BP9, peuvent s'écrire sous la forme :

NS TN
B = po || (0 o - O g )4

%
**
0 ¢
puisque T lE =0 Vi,j
ook p*
¢%i et ¢RJ
sont des fonctions harmoniques dans le domaine fluide, on applique la deuxiéme
formule de Green (A2.8) dans le domaine fluide extérieur aux carénes :

BTSN I N[ 0 90y
0=-po|| (0 = "0, ) 4~ pcoZ (g, " B g )4

=1
EJ i?ﬁj Z;

IS » 8¢R a¢R - 2 0,
(¢R % 58S *p0 (¢R - g, —g5 ) dS
L.
q*
qr* a(bR p* aq)Ri
(O, 55 = O, —37~ )8
F

- r - ~
n étant la normale extérieure aux corps et a ..

Sur le fond horizontal F :

*

B(bR 8¢R
7z en = g e =0

Sur .., dapres (2.84):

p*
d ¢R_} p¥*
Bn T Mo Ok
qe*
d 0,
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Sur SL, la condition de surface libre donne :

p* q**
J (I)Rj * J (bRi ik
=~ = ko ¢§j , 5— = kg ¢‘§i d'olt =0

Enfinsur X, ,i#,d'apres (2.104) :

P* qr*
SCTNAL =0 doi ZN, =0
on  on -
z

D'oli @

ok Ak & *
Bl = pom, JJ' @, ¢gj + @ﬁj o g, )dS
Lo
On en déduit les propriétés suivantes pour les coefficients d'amortissement :

- Symétries :

Bf' =B Vi,j.p.q

(2.120) d'ou : Bﬁq = B?ip
BEP — BJ};P

- Signe des coefficients :

2.121) B 20 Vi,p

Dans le cas d'un seul corps, les coefficients diagonaux de la matrice symétrique
des coefficients d'amortissement sont positifs. Il n'en est pas de méme pour plusieurs’
corps : By peut étre négatif pour 1 différentde j.

- Masses d'eau ajoutées :

Par le méme procédé, on peut mettre MP%,; sous la forme :

* a * ok Edd
Mp” OF 0% + 0" 2ok as

2
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Considérons le vecteur :

——

- # # ww soke
A = ¢%i gradd)%j + qﬂﬁj gradq)?{i

En appliquant la formule d'Ostrogradski dans le domaine fluide D extérieur aux
carénes, il vient :

JJJ div A dD zHJ OF AR + 0k A0F) dD +

D D
__>q* _>P* __>q** __>p**
(Vg,- Vg, + Vi - Vg )dD

D

> ——

ennotant V =grad ¢

— -
A.n_dD ol n_estlanormale extérieure AD (int€rieure aux corps)

De—
—
—_
o
g
o
S
“————'—-x
iy

- > a q>R pH¥ a ¢R g* a ¢§j pr¥ 0 ¢R
A.n dS =- (@RT-HDR )dS+ (q)Ri e +(1)Rj )dS
S Ej SL
*% p* qie*
N e, ¢R - . 0 ¢R & d ¢RJ - d q)Ri
gi (q)R St 8+ | (B e G S
# 7 Yoo

SurX., i#,daprés (2.104):

Ak

P*
b, Oy, N
Tn - a0 dou 2 || =0
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Sur ., ,daprés (2.89):

p*
d g, "
T P
o Mo O
q**
0 g,
1 - m ¢q*
on 0 ¥R;
dou :

* ok ok *
J (-mo(b(li{i ¢§J + m, G)II;J ¢§1)d5 =0

e
Sur SL:
p* g**
0 ([)Rj . 0 @Ri
_ p _ q**
;Z - kO ¢ Rj ’ dz - kO ¢ R;
& k¥
a6, A0y
. ‘] —_ 1 — 0
sur F dz ~  9dz

Il vient :

q* p* q** p**
M el =7 = q* , p* gt pH
My =p ( Vg, VRj t Vg, VRj )dD - pky | (¢Ri¢Rj+¢Rj ¢g, )dS
D SL
On en déduit les propriétés de symétrie des masses d'eau ajoutées :

MY =MP Vi;j.p.q
(2.122) dlou: MPE =MP
Mii}p — Mﬁ?

Par contre, pour i=j et p=q, il n'est pas possible de se prononcer sur le signe de
M PP, qui est un terme se présentant comme la différence de deux carrés. Il est

fréquent de rencontrer des coefficients diagonaux de masse d'eau ajoutée négatifs,
par exemple dans le cas de corps non simplement connexes.

- Valeurs asymptotiques :

Lorsque T->0 ou T —>e< , le comportement asymptotique des coefficients S**
exprimé par les formules (2.65) et (2.68) , reporté dans les équations intégrales

(2.102) et (2.103) donne immédiatement B*,; —>0 V i,j,p,q.

- Ces propriétés ont été établies théoriquement. Elles constituent donc un test de
validité et de précision pour toute solution numérique du probléme.
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2.7. LE PROBLEME DE DIFFRACTION :
2.7.1. Position du probléme

Le probléme de diffraction de Ia houle incidente par des corps fixes est posé en
(2.13). La condition de glissement s'écrit :

d ¢y d ¢

_ﬁ Ezl = - —a—n— Izl 1= 1,2,...,N

Il n'existe donc qu'un seul probléme de diffraction, la condition de glissement
étant affichée sur chaque corps dans sa position initiale.

Les pressions de diffraction sont données par :

d 0
Po =P

auxquelles il faut ajouter, pour obtenir la pression hydrodynamique compléte, le
terme dd & la houle incidente :

9,
Pr="Pgr

La pression totale due a la houle incidente et diffractée sera donc :

La houle incidente étant donnée par (2.2):

¢'I = Re (4)1 ¢
avee

-imt
)

~

ag ch m{)(z+h) +1{mg (x cos B+ y sin B) ]
1=y “chmph ©

B, étant I'angle de propagation de la houle incidente avec l'axe Ox.

ol ¢'; ne dépend plus de I'amplitude de la houle incidente. Ce terme peut s'éctire,
compte tenu de :
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2
®chmgh = £ myshmgh  puisque ® = gm,thmgh
w

ch m[}(z+h) +1i fmp (x cos B+ y sin B) |

(2123) (I)I = - mﬁ' c

Le probléme élémentaire de diffraction ¢, est donc défini par :

Apy =0 dans D
8¢D| ~ aq)ll a0y, o o9, ‘
on X " on Z on ¥ on Z
2.124 * b
( )3 a¢D aq)D
az =n =0 5z = =0
Byl =0
[ 0p—>0 alee

2.7.2. Equations intégrales

Les équations intégrales du probiéeme se déduisent immédiatement des formules
(2.77) et (2.78).
On obtient pour une distribution de sources :

oM 1 - ~ o¢'; (M)
(2.125)  —— o o (M) K(MM) dS M) = - —
3

et pour une distribution mixte de Green :

A0 L] By a5 o) = - | e <205 oy ds o
@126 |77 g || wOD DM dS (M) = - | o5 (VM) dS (M)

z >
X=2,U5U . UX,

La solution de ces équations intégrales nous permet d'obtenir le potentiel 5'13’

donc le potentiel q’%: aq';’D puisque l'amplitude de la houle n'intervient que comme
facteur multiplicatif.
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2.7.3. Efforts d'excitation :

Une fois connu le potentiel ¢, , le potentiel d'excitation s'écrit :
¢ex=¢l+¢]_‘) :a(¢ll+¢|D) xaq)'ex
soit, puisque :

& ok
Py = 0, COSOL + @' sin O

® ch my(z+h)

f* —_ L] * _ .
0oy = Op oehmgE o [my (x cos B + y sin B)]
. @ ch mo(z+h)
ex = 9p —— 1 sin[mg (xcos B + ysin B)]
0

Les pressions sont données par :

aq)ex * %k,
P==p —5— =p cOsSOt + p sinwt

d'olr :

* e
p =-paw¢ex
o *
p mpawq)ex

Les efforts d'indice ¢ surle corps i s'expriment alors,d'aprés (1.82) et (1.83) et en
tenant compte des relations (2.96) et (2.104) par:

- q*
* ( ok aq)Ri
Fo =+P20 || 0 5= dS  i=12...N q=1...6
o .421
o q*
ks r & aq)Ri
(2.127) ngl =-paw ¢'ex on ds
o .jzl
a* > >
a¢Ri eq 0 q=123
car: —— =
an -> —_— >
(eq_3’\ OPyn q=4,5,6

Ces efforts se décomposent en deux parties, les efforts de diffraction donnés par :




q*
* aq)Ri
Fh =+paw || ¢ = 95
Zi
(2.128) < o
8¢Ri
F%l =-pad (b'D—aTdS
z

et les efforts dus a la houle incidente, qui sont connus sans avoir besoin de
résoudre une équation intégrale :

q*
" 2 ( ch my(z+h) _ 8(1)Ri
By =pao | gy Sin[mg (ccos B4y sin Bl dS
dz.
(2.129) < ! )
q
o ) . ch my(z+h) . 8¢Ri
[ = TP T shmgh cos [mg (x cos B +y sin B)]ma“n_ ds
o
Zj

Ces efforts sont appelés efforts de Froude-Krylov .

2.7.4. Formules d'Haskind :

Les formules d'Haskind [64] permettent de démontrer que, si I'on ne s'intéresse
qu'aux efforts globaux sur les corps , il n'est pas nécessaire de résoudre une équation
intégrale supplémentaire pour obtenir les efforts de diffraction sur les carénes si fon a
résolu au préalable les problémes de radiation.

Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons la notation complexe qui permet de
traiter simultanément le cas des efforis en cos ot et en sin wt.

q

-y - Wy
=-ipao || (¢p 5= +0y o) dS

n
5

q

q

F

Xy

(2.130)
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que 'on peut écrire :

q q
.4 - ach -1 a¢ - 3(])R -4 a¢
Fexi=-ipaw [ (0} n ¢R an) (0'p a0 ¢R o0 )]dS
%
puisque sur Z; :
'y o'
" Pn - " on

La premiére partie de lintégrale ne dépend pas de q)]’) , aussi nous allons

transformer la deuxiéme partie en appliquant la deuxiéme formule de Green dans le
domaine fluide D exiérieur aux carenes :

La 4
et
@pAdp ~0p A')dD=0= (¢Da ¢R-§——)dS+ (¢Da <I>R az)dS
D z F
24 B |
J[ e[ sz
(9'p—- az ¢R —5;748 (@D—g— ¢R e )dS
SL Yo

Compte tenu de la condition de glissement sur le fond, Fintégrale sur F est nulle.
Les potentlels vérifiant la condition de surface libre, lintégrale sur celle-ci est nulle Il
en est de méme de lintégrale sur E d'aprés (2.88).

Donc :
q -~
- aq)R .a a¢|D . .4 A R
@pgy - P95 = @p 9g, - Og, ') dS=0
2 . Zeo
d'ol :

L4 4

- aq)R qa¢ N - aq)R .4 a&
@pgr - g 58 = - JZl @5 - 0500
z i Zj




or, sur Ej :

d'ol :

0 ,

aq)R
(¢ D an

- by

[oatss- ]

et comme :

d o'y
on

990
on

il vient :

I

Z;

q ~
- O 909,
@ogr %o

N
)ds_+2

3#1

qui peut s'écrire sous la forme :
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(¢1*— ]S =

L4

- aq)R qaq)l
(P - O )8

|

Z;

4

K ~ opp -1 a¢'
(2.131) Fexi =- 1pa0} (q)IT q)R "3—— )dS
%
=2, LU
Ce qui donne :
o q*
a* o a(!)Ri q** a¢I *3({)1
Foy =tpae | [ (¢ J—-0p 55 ¢R — ) dS
[V,
(2.132) | .
r %
o , 8¢Ri q* 8(])1 g+ 99
exg =PAO | (O q)R on O ) B
» O‘E

Ces expressions ne dépendent plus du potentiel q>;) , il n'est donc pas nécessaire,

pour calculer les efforts sur les carénes, de résoudre le probléme de diffraction si I'on a
résolu au préalable les probiémes de radiation.

Ces formules, qui généralisent celles obtenues par Haskind [64] dans le cas d'un
seul corps, ne donnent aucun renseignement sur des grandeurs locales telles que les

pressions, et il est indispensable de résoudre les équations intégrales

(2.125) ou
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(2.126) pour connaitre celles-ci. Dans ce cas le calcutl des efforts pourra étre effectué a
'aide des formules (2.127) et les formules d'Haskind constituent alors un test
numérique de validité de la solution obtenue.

2.8. LES EQUATIONS DU MOUVEMENT :

2.8.1. Mouvements d'un ensemble de corps :

l.es problémes hydrodynamiques étant résolus, on peut faire le bilan complet des
efforts exercés sur un ensemble de corps soumis aux actions de la houle. On
distinguera les efforts hydrostatiques F,  (1.99), les efforts d'inertie F,, (1.111), les

efforts hydrodynamiques F ., qui se décomposent en efforts de radiation F
(masses d'eau ajoutées, amortissements) (2.119) et efforts d'excitation F, duséala

diffraction et a la houle incidente (2.127) ou (2.132) , et éventuellement des efforts
extérieurs de liaison F [ dus par exemple aux dispositifs d'ancrage des flotteurs.

Le principe fondamental de la dynamique s'écrit .

Fy=F+Fg+F +F_

Lestermes F,F, ,Fy etéventuellement F; sont fonction des amplitudes des
mouvements des corps, F , n'est fonction que de 'amplitude de ia houle. On écrit
dong:

(2.133) FM-FhS-FR-FLzFBX
Pour des mouvements sinusoidaux du corps | définis par :
@2.134) A = AT cos ot + AT sin ot

ou A% représente la variation du mouvement d'indice q du corps i en fonction

du temps avec ¢=1,2,3 pour les translations Ter Tyy T, suivant Ox, Oy, Oz st

y 1)
q=4,5,6 pour les rotations 6_, Gy , 6, autourde Ox, Oyet Oz , l'équation du
mouvement d'indice q du corps i s'écrit :

6 6
2 = % P = * w4k,
- 2 Mip (Al cos ot + Al sin o) + ZSi (Al cos ot + Al sin @1) -
p=1 q p=1 Pq

(2.135) {9S 2. o o =P e .
22[&) Mji (Aj cc.scot+Ajp 51n0)t)+u)Bji (Aj sm(z)t—Ai coswt)]-F, =
j:]pzl
q* gt .
‘FEXi cos ot + Fexi sin ot

ou bien en notation complexe, aprés avoir posé

2 - 2=n. . =2




6 = 6 N 6
2 "-‘q = Ed 2 ~
2136 -0 LM, A+XS A-22 o MP A |
p=1 P4 p=1 P4 j=1p=1 ] I 1

Les coefficients :

qp g 4

Mlpq’slpq,Mll ,BJ1 ,Fe

L

étant deéfinis respectivement par les formules (1.111) , (1.99) , (2.117.a) ,
(2.117.b), {(2.131) .

Ces équations, traduites sous forme matricielle, constituent un systéme linéaire
dont les solutions sont les mouvements cherchés.

Sl—(D (M]_-I"M 11) G)Bll . - M N1 N1 * Fex
114 1
= = 9= = = (nZM= ok F**
- (DB11 Sl-(D (M1+M11) L -Q)BNI - N1 Al exy
(2.137) : . : : o= . |+FL
— - _ _ _ = * %
2= = = 2= = A
-0 My @BiN - - Sy (MyMNN B N Foxy
wk]
5 " s el [T
-0BN -0 My . -oB N-® +. NN)

ou bien, en notation complexe :

t

= 2 = - 2 ~
Si- o (My+M ) oo ~O My,

.—?>t

le
(2.138) . : 1. =] . [+F,

2~ = 2 = ~

Z

exN

Dans ces systemes, les forces d'excitation sont proportionnelles & I'amplitude de
la houle incidente. S'il en est de méme des forces de liaison, on rapportera 'amplitude
des mouvements a celle de la houle incidente qui n'interviendra alors que comme
facteur multiplicatif pour les solutions.

On remarque que dans le cas d'un systéme composé de plusieurs corps oscillant
indépendamment, tous les mouvements sont couplés par lintermédiaire des solutions
des problémes hydrodynamiques de radiation (masses d'eau ajoutées et
amortissements). On ne doit donc pas confondre le cas d'un corps non simplement
connexe (comme, par exemple, un catamaran ou une plateforme semi-submersible)
avec un systéme composé de plusieurs corps. Dans le premier cas, il n'y a que 6
mouvements possibles, donc 6 problemes élémentaires de radiation, chaque probléme
tenant compte des interactions entre les différentes parties du flotteur. Dans le second
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cas, les amplitudes des flotteurs sont a priori indépendantes les unes des autres et il y
-a 6N problémes élémentaires de radiation, le couplage étant réalisé par les équations
du mouvement.

2.8.2. Raideurs et amortissements entre corps :

Dans la plupart des cas, les efforts d'ancrage sont du type raideurs et
amortissements linéaires et donc proportionnels aux mouvements des corps. Les
efforts sur le corps i dus aux mouvements du corps j s'écrivent en notation complexe:

(2.139) R, = - (Pij +iw Qij) Aj =Py Aj

ol _f’ij est la matrice de couplage élastique entre les efforts sur le corps i et les
mouvements du corps j (matrice 6x6) et ’(1]. est la matrice de couplage

d'amortissement entre les efforts sur le corps i et les vitesses du corps j (matrice
6x6).

Le systéme linéaire s'écrit alors :

= ~ 2= -~ ~ 2 ~ ~ =
S;+Py- @ (My+M ) - Py- 0 M A exq
(2.140) . . =
~ 2 ~ = ~ 2 = ~ ~ ,

Par ce procédé, il est possible de tenir compte d'amortissements visqueux
linéaires, ce qui permet d'essayer de déterminer les amplitudes a la résonance des
mouvements si I'on dispose de résultats obtenus par une autre méthode (expériences
ou théorie du fluide visqueux). R

On peut généraliser cette approche lorsque ces efforts sont faiblement non
linéaires. Les amplitudes du premier harmonique de la réponse sont obtenues par
itérations, les efforts de couplage étant calculés avec les amplitudes de litération
précédente. Dans les cas usuels, tels que I'amortissement visqueux non-linéaire en
roulis, cette méthode converge en quelgues itérations (de I'ordre d'une dizaine).

2.8.3. Efforts de liaison entre sous-ensembles :

Lorsqu'on désire connaitre les efforts de liaison entre différents sous-ensembles, il
est encore possible d'utiliser les résultats précedents, le principe général étant de
résoudre le probléme comme si les différents sous-ensembles du corps étaient
indépendants, les efforts étant déterminés en écrivant que chaque sous-ensemble
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effectue des mouvements identiques.

Ce probléme peut étre résolu de maniére approchée en couplant les mouvements
des différents sous-ensembles a l'aide de raideurs suffisamment importantes pour que
les mouvements soient presque identiques, les efforts étant obtenus & partir des
raideurs en tenant compte des différences des mouvements. L'avantage de cetie
approche est sa généralité, puisque quel que soit le type de couplage, les équations &
résoudre sont les mémes; linconvénient principal est la difficulté de déterminer les
raideurs pour obtenir une précision suffisante sur les efforts.

La deuxiéme approche consiste a écrire les équations avec comme inconnues
supplémentaires les efforts de liaison, les équations supplémentaires traduisant le fait
gue les mouvements des différents sous-ensembles sont identiques. Cette méthode
est rigoureuse, mais il faut récrire complétement le systéme a résoudre pour chaque
configuration.

Par exemple, lorsque I'on s'intéresse aux efforts de liaison entre les coques d'un
catamaran, le systéme linéaire donnant les mouvements et les efiorts s'écrit :

= 2 = ~ 2 = . . - ~
(2.141) 2~ S - & (VLM i o
-0 My, O (MytM 55) - A2 Fexy
I -1 0 F 5

T étant la matrice complexe des efforts de liaison entre coques, T la matrice
complexe (1+1)1 ou I estla matrice unité et 0 la matrice nulle.

Aprés résolution, on obtient la force F de liaison entre les coques, ainsi que
l'amplitude des mouvements du catamaran A1 = A2

2.8.4 Comportement asymptotique :

Aux faibles périodes, les mouvements tendent vers zéro . Aux grandes périodes,
lorsque T tend vers linfini, les mouvements des corps flottants suivent la cinématique
de [a houle incidente (mouvement orbital pour le cavalement et le pilonnement, pente
de la houle pour le roulis ou le tangage). Il n'en est pas de méme lorsque les corps ne
sont pas en équilibre hydrostatique, mais maintenus en position initiale par une force
extérieure constante. Dans ce cas, les mouvements des corps aux grandes périodes
peuvent devenir supérieurs au mouvement orbital pour les corps a flottabilité positive
(M < pV) et inférieurs pour les corps a flottabilité négative (M > pV) puisque les forces
d'inertie . changent alors que tous les autres efforts sont inchangés . Dans le cas des
corps flottants, le comportement asymptotique constitue un test numerlque de bonne
résolution des problémes hydrodynamiques et hydrostatiques.
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2.8.5. Conclusion :

Les équations du mouvement nous ont permis d'obtenir le premier harmonique
des réponses (mouvements et efforts de liaison et d'ancrage) pour un ensemble de
corps sollicités par une houle harmonique du premier ordre et reliés entre eux (ou
ancrés) a l'aide d'efforts extérieurs de type raideur ou amortissement, linéaires ou
faiblement non-linéaires.

A ce stade, on peut considérer que le probléme complet au premier ordre a été
résolu. II est cependant possible de poursuivre les calculs de fagon & obtenir la
contribution du probléme du premier ordre a ceux d'ordre supérieur. En particulier, ces
calculs seront poursuivis dans les paragraphes suivants en vue de déterminer la
contribution du potentiel du premier ordre aux efforts constants du deuxieme ordre. '

2.9. EFFORTS DE DERIVE :

2.9.1. Introduction :

Une fois obtenus les mouvements des corps, on peut reprendre les formules du
paragraphe 1.4.4 faisant le bilan des efforts extérieurs. Les termes du second ordre se
présentent sous la forme de produits de termes du premier ordre et de termes fonction
de la solution du probléme au second ordre. Compte tenu de la variation temporelle de
l'excitation, les efforts du second ordre se décomposent en un terme constant, fonction
des produits de grandeurs du premier ordre et de la constante de I'équation de
Lagrange (qui est nulle en profondeur infinie), et de termes de pulsation double de
celle de la houle incidente. Les efforts constants sont donc proportionnels au carré de
I'amplitude de la houle incidente. La mise en évidence expérimentale de ces termes
est aisée, puisque ceux-ci correspondent & un déplacement des corps par rapport &
une position moyenne qui était fixe au premier ordre, donc a une dérive des corps, que
l'on peut empécher a l'aide d'un systéme d'ancrage statique ou de positionnement
dynamique. On constate donc que, pour ce qui est des efforts constants, [a solution du
probléme du premier ordre permet d'obtenir les efforts jusquavsecond ordre inclus si
I'on tient compte de la constante de I'équation de Lagrange. Il n'en est pas de méme
pour les termes fluctuants du second ordre qui nécessitent la connaissance de
{'intégrale sur les corps de la dérivée par rapport au temps du potentiel du deuxiédme
ordre.

2.9.2. Formulation des efforts de dérive par intégration des pressions :

Reprenons les formules du paragraphe 1.4.4 écrites pour le corps i en omettant
les termes en ¢, donnant une contribution nulle dans les efforts constants.

> >
Frsy = Gigg Ty + 85y, 0+ 85,00 1,
)
s 6, +0, 6,6, 0,0, .
Froy =0 Py ¥ iy —5 2~ Sy —5— +Sigs—5— 11,
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—>
M, =- [T, 8, 0,8, 40 S, 11, -t 3135+es +0, 5, ] 1y

7 iaq "t OxVigg" y 145 Xi 145
N, BXi + eyi 0, 9, 0,0, .
hs = 9 MhSl + [8134 —5— Zg - Si44 —5— + Si45 5 1 i,
2 2
e"i * en BYi eZi exi ezi -
* B2~ S5 S5 1y
> a(f) >
thl = p 'a—t n dS
3,
> KN — - O pe 5>
th2=91Ath1+p [2 (grad({)) +P Pgrada +F,] ndS~-2— (£-7)" ndS
% T,
- q) —_— >
My, (0) =p = (OPyA n)ds
21-
= RS — > O > pe , = >
M4, (0)=0, A g +p [2 (grad §)24+P oP grad - +F2]OPO ndS-5 | (-7 0P n ds
ou :
* £
> - ->

91 = Bi cos Mt + Bi sin ot

représente le vecteur rotation de composantes (6, , 1y , 0,,) et
> _>* —>**
T, = T,cost + T, sin®t
le vecteur translation (t;, , T iy iz ).
¢ estla hauteur de vagues a la flottaison au premier ordre :
1 a¢l
C=-5 Tt =0
Z étant le déplacement vertical d'un point de la flottaison.
Zp étant la cote du point de calcul des efforts O.
PoP est le vecteur déplacement d'un point du corps par rapport & sa

position de repos.
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Les transports des moments en un point O fixe s'effectuent par:

- —>
> > -

M, (0) = M},(0) + T,A Fy

— —>

—_ 4
M, (O) = M, (0) + T,* Fyy

auxqguels il faut rajouter les efforts de liaison du premier ordre dus aux ancrages :

—> —

FLil Ly

- - >
Fp. = 6.7 FLil
-— —>

MLﬂ = My,

—

— -
My, ©)= 8;" M,

ainsi gue leur transport en un point O fixe :

— - KN

MLi2 (0)= MLiz ©) + .2 FLil

L'ensemble des efforts du premier ordre sur le corps 1 est égal aux efforts
d'inertie, qui s'écrivent d'aprés (1.116) :

- _ - >
FMI 2 Pi Tz T i
(2.142) : =-W .
— = = ~>
My, ~ 4 L 0.

Avec ces notations, les efforts de dérive sur le corps 1 sont donnés par les
expressions suivantes :

2 2
. > o +0, 6,0 6. 0

_ y y. A X2 Zi _.>
a) Fg.=< 0. AFy +]S, i i i & i
1 1

——m— I, : 1
der; iy 2 F Yigy 2 s 2 11,

(2.143)

- PE

1 —> 5, == 3 — > 27
+p || L (grad 9)+PP - grad ¢+F,] n dS -5 | ((-2)" ndl'>

Z
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2 2
s 6, +0, 0, 0, 0,0, .
B) M (0) =< 0; My + I8y, —5— %Sy —5— +Si5—— 11,
2 2
S 0, +0, : 6,6, . 6,6,
Py 5% Sy 3 iss 711y
) 1 i 9 _ a — —_—r - pg 9 — s
0 | | [ (grad ¢)+PP = grad ¢+F,] OPy A n dS - = | ((-Z)"OP;Andl'>
% - ri

Les transports du moment de dérive en un'point O fixe étant donnés par :

> s

> w -
(2.143)|0) My (0) =My, (0) + < T, AF >

le symbole < > désignant la valeur moyenne temporelle :

< COS2 wt> =

»—-Nl,_.\

. 2
<sin" @t> = -
2

<sinwmt coswt> =0

Les termes nécessaires pour calculer ces expressions ne sont pas tous connus
par la résolution des problémes précédents. En effet, si I'on connait la vitesse normale
sur le corps par la condition de glissement, on ne connait pas séparément ses
composantes, donc son module, par ailleurs, la hauteur de vagues a la flottaison n'est
pas intervenue dans la résolution des problemes précédents.

Cette hauteur de vagues peut étre déterminée aisément en calculant le potentiel
dans le plan de la surface libre. Il n'en est pas de méme de la cinématique sur le corps
dans le domaine fluide lorsque le probléme hydrodynamique a été résolu a l'aide
d'une distribution mixte de Green, le calcul des vitesses par les formules (2.75)
nécessitant pratiquement de résoudre un probléme hydrodynamique supplémentaire.
[t peut étre intéressant de résoudre ce probléme, non avec une distribution mixte de
Green mais avec la distribution de sources cinématiquement équivalente aux carénes
en mouvemeni, ce qui denne en général une meilleure precision sur la détermination
des vitesses. On aura donc a résoudre I'équation intégrale supplémentaire :

21aty S L Cn RAM) dS ) = Vi g e im12, N
('1 ) _Z——-I‘]; G( ) ( > ) ( )_ Ei'nzi'a'a_n 1= 123'“:N
~ z
ol les termes Vy; désignent la vitesse complexe des mouvements du corps i.

Les composantes des vitesses sur le corps seront alors obtenues a partir des
formules (2.74). La méthode de calcul des efforts de dérive par intégration des
pressions a été utilisée initialement par J.A. Pinkster et G. Van Qortmerssen
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[98][99], puis par B. Molin [90] qui a ajouté la constante de I'équation de Lagrange
dans la formulation et M. Le Boulluec [82] dans le cas d'un seui corps, la formulation a
ensuite été généralisée pour tenir compte des interactions enire corps [23].

2.9.3 Formules de Maruo-Newman :

Les formules établies par H. Maruo en 1960 [87], complétées par N.Newman en
1967 [92] permettent de calculer la résultante des efforts horizontaux de dérive ainsi
que le moment résultant de dérive d'axe vertical sur un ensemble de corps par
application du thécréme des quantités de mouvement.

Pour démontrer ces formules, nous appliquerons ie théoréme des quantités de
mouvement dans le volume fluide limité par la surface libre SL, les carénes mobiles ¥,

le fond horizontal F et une surface a l'infini constituée d'un cylindre fixe d'axe vertical
etderayon R trésgrand % .

Dans ce volume, le théoréme des quantités de mouvement s'écrit , en variables
d'Euler :

- pour les forces :

- - - > g -3
(2.145, a) EF3=J p V(V.n)dS +-’§TJJJdeD

FASLAF4Y D

- pour les moments par rapport a un point O fixe :
- —> = => > o —_—
(2.145,b) XM, = p(OMA V) (V.n)dS + pr p(OM~ V)dD
SASLAF+Y,, D

N . - P -
ou XL F, et X M, sont [a somme de toutes les forces et moments extérieurs exercés
sur le fluide, T étant la normale extérieure au domaine D.
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Les forces et les moments exiérieurs sont les forces de pression et les forces de
pesanteur, on a donc :

~> > —>
2F, =- p.ndS - pg i, dD
YASLAF+Y,, D
et
~> —_ > —_— >
IM, = - p.(OMA n) dS - pg (OMAi)dD
FTA+SLAF+Y, D

La résultante des forces de dérive horizontales et e moment résultant d'axe
vertical sur 'ensemble des corps sont donnés par :

> >
< F,>=«< pn.i  dS>

Y ¥
(2.146) | >

—_ > >
<Mp> =< || p.(OMAn)i, dsS >
P>

ol le symbole < > désigne la moyenne temporelle.

Si I'on ne s'intéresse qu'a ces trois composantes, on déduit des équations
précédentes :

-> > - > > > J —> >
F, =- pn.i, dS - PV (V.n)i dS -—|||pV.idD
y SLA+F+X,, Y FASLAF+Y Y D Y
—_— > > _ > = > > aJ —_ > >
M,=- p(OMn)i dS - POMMV)(V .1)i,dS - = | | | pOMAV)i,dD
SLaF+E, YASLAF+Y,.,

puisque les composantes horizontales et le moment d'axe vertical dus a la
pesanteur sont nuls.

Sur le fond, la normale 1= - 1. . Sur les surfaces 2, SL et F, les conditions de
Z

glissement imposent Via=0. Il reste done, en prenant la pression a la surface libre
comme origine :
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_ = > o - >
Fx=-J [pn +pV(V.n)li_ ds - B—J”pv.ixdp
y Y y

D

J [pOMA 1) +p (OMA VI(V.m) ] 1,dS - %JJJp(OMA:;);dD
hI D

Si I'on s'intéresse a la moyenne temporelle de ces grandeurs, l'intégrale de

volume disparait puisque les vitesses sont des fonctions sinusoidales du temps. |
vient :

A, 2
<F >=-< [pn+pV(Vn)]1 ds >

y Y. y
2.147) |

> e - T
<M, >=- <J [p(OM’\ n)+p(OM" V)X(V.n)]idS >
L Zeo
Pour continuer le calcul, nous allons exprimer les intégrales sur . en
coordonnées cylindriques, puis nous utiliserons les formules donnant le comportement
a linfini d'une distribution de singularités pour déterminer les efforts du second ordre.

En coordonnées cylindriques (R,8,Z) sur ¥, ,ona:

> > > > > > >

n.1xxcose , n.1y=s1n9 , ep=1i, cos 8 + 1ys1n6
— > > > > > >
OM =Rep+ze, , n=gp , eez—lxsm9+ 1ycose
— - > > > ->
V—VReR+Vee9+Vzez , e,=1,
v ¢ 1 do d0
R= . = — — . Z-—v-._.._

aR ® Ry 0z

> = ' > > > >

dS=Rd6 dz , i —eRcosﬂ~eesm6 , 1y=cRsm9+eecosﬂ

Il vient alors :
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(2.148) <F, >=-< [pcos® +pVR(VRcosE}~Ve sin9) | R dz do
JJZM

(2.149) <F,>=-<!|| [psin® +p Vp (Vgsin0+V,cos6) R dz o

o .JEM
ror
(21500 <M,>=-<|| pVg(cos’d+sin’8) V,R® dzdf >=- <” p VRVBRZdz de>
+ .}Z Ew

Surlecylindre ¥, : x=Rcos8® , y=Rsin0 , le potentiel lointain s'exprime par:

2.151) ¢ = ¢+,
avec :

ch my(z+h) ;. R cos (-
2152) O =-20 e ¢ " P

m, sh moh

et

T
~ ~ chmy(z+h)y | 1@@eR+—)
(2.153) ¢y=f(mg) H(O) —— e 4

Ay

ou .

~ -1 T 9
2.155 HO) = o+ =—)chm.(z'+h) e
(2155  H(®) mhmﬂhH( H g ) ch m(z'+h)
p3

- img(x’ cos 0 +y' sin 0) ds (M')

ﬁ(e) est la fonction de Kochin complexe de la distribution de singularités
cinématiquement équivalenie aux carenes en mouvement obtenue & partir de la
solution des problémes élémentaires de radiation, de diffraction et des mouvements.

Ona:

- pour une distribution mixte de Green :

(2.156) 4 o=l
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eV
~ — ~
ol A} et VE"_sont les amplitudes et les vitesses du mouvement g du corps i, W',
3 .

est la densité de doublets solution du probléme de diffraction et f{'qRi la densité de
doublets solution du probleme de radiation pour le mouvement g du corps i.

- pour une distribution de sources :

. -~ N 6 .9 g
2.157) o=acp + 21 Zl Op, A
1= q:

La solution ¢ obtenue par sommation est identique & la solution de I'équation
intégrale (2.144).

Si I'on exprime la dépendance en z des potentiels et des vitesses issus des
formules (2.152) et (2.153), aprés avoir posé :

ch m, (z+h)
c(@ = ch mgh
et

sh m, (z+h)
5@ = —hmeh
Ona
¢ =c( ¢°
Ve=¢c(@ V%
Vy=¢ (z) V°e
V,= s V°,

ou la notation ° indique la valeur des quantités en z=0.

Les produits de grandeurs dans les formules (2.148), (2.149) et (2.150) font
intervenir le carré des fonctions c(z) et s(z) dont l'intégration en z est immédiate.

.0
1 (mgh)? - (kgh)® + kgh

Ay, k) = | [c@Pdz =

2m, mgh
(2.158) < "};
By, kp) = | [s@)1Pdz = 5 [kOh"(mfiﬂkoh)z
0 0

o
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D'ou les relations :
(2.159) m3 A (my,ky)-k> B (my,ky) =h (m2-k)
(2.160) -m) A (my,ky)-ko B (my,ky) =-k,

Forces de dérive horizontales :

Nous allons utiliser ces résultats pour expliciter les termes donnant les forces
horizontales.

La pression p dans le domaine fluide est donnée par I'équation de Lagrange :
. det, 1 =o
(2.161) p=-p Re (-iowd ¢ )--prVI-pgz

e i %Y
Son intégration en z donne, en négligeant les termes en q>3 :

g
i shmg,(z+h) ~

o _-imt i()

-h

pdzz-ipgzzlc + Re e
2 -h

m, ch moh

-h

(2.162) 4 P . - o -
-7 A (mg ko) [Ivo + IV°9I2] -7 B (mpkg) 1V A%

i :
avec { = Re - o e

La contribution du premier terme est nulle aprés intégration en 6 pour <Fx> et
< Fy >, il en est de méme pour la valeur moyenne du deuxiéme terme.

On peut exprimer les vitesses sur le cylindre Y, par:

Vop, = i1y cos (8-B) ¢°; Vigy = 1mg ¢
| . - - 1H®", =+  dHE®
(2.163) Ve = -i m() sin (9__[3) ¢OI Ve = — (E)Od , H (e) == ._._()
o 8y R ~ de
A H (©)
Ve, = ko ¢°; Vo = ko

En écrivant la valeur moyenne de deux quantités complexes sous ia forme (2.79):

~ 1 ~ = 1 = o~ 1 ~ = P
<AB>= > Re(AB)= sRe(AB) = ~Re(A B+AB)

A:>z|
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oU la barre désigne la quantité complexe conjuguée, on peut exprimer lintégrale
. s 4 . - . o~
donnant les forces horizontales aprées intégration en z et séparation des termes en ¢°%

et $°d

21
<F >x”J {k0(¢° +¢ )(¢° +¢°) 1y Almg k) {[cos (8- B)¢°

~

+ ¢°gllcos (8—P) ¢° +¢°
(2.164) . =

~ © 1 H@®)
+ [ sin (6-P3) f!)" m"-("-?-H"d}[Sln ©-B) ®° “Q 0°%]

H(6 =
(€ F(0)

~ ~ = = 0
-kg Bmgkg) (0°1+ 4@+ 6% }) (Cf’s J Rd9
sin O

2r
_ ~ —~ -~ = e
i J { 2 mj Almgky) [cos (6-) ¢°; +¢°gllcos (O-B) ¢°, +¢°, ] (:’ . J
0

. = 1:1 = (i
+2m(2} [cos (G_B) ¢OI+¢Od}[Sin (6-P) (boI -l--}-- .._._(......). ¢ ] }[ sin :] R d6
COS
H(e)

L'intégration peut étre poursuivie en utilisant la méthode de la phase stationnaire
décrite dans 'annexe 4 en gardant dans les développements les termes principaux.

Les intégrales figurant dans les expressions précédentes sont du type :

21 2%

i [mgR cos(8-P) - mpR - ;] - i [mgR cos(0-B) - mpR - E ]
L=| f@®)e @ L=| f®e *de
0 0
2n
= J' £©) ¢ “5¥ q(0) I, =J £0) ¢ ¥ q(p)
0 ¢
g'(0) = - m, sin (6-f) =0 pour 8=f et O=f+ 7

g'@) =-m; <0 pour 8=f g'©® =m,>0 pour 0=f+m
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et leur parties principales pour R —> < sont données par :

n

: m 71 2 -2imgR 1
2165 L=f@ [—e = — +f@+rm [—= e —
My VR 0 VR
L
2n '3 1 2 2imgR 1
2.166) L, =f /_ —— 1+ f(Bt /_ L
( ) L=t my © R+ (B+m my ¢ =

On applique ces résultats dans I'éguation donnant la valeur moyenne des forces.

Les termes quadratiques en $°I sont indépendants de 0 et leur intégration
aprés multiplication par une fonction périodique donne une contribution nulle.

Dans les produits croisés ¢° ¢°; et ¢° ¢°; , certains termes sont fonctions de
sin (6-B) , leur contribution est donc nulle puisque la phase des intégrales I et 1, est

stationnaire pour 6=0 et 6=8+n . La contribution des termes principaux aprés
intégration est :

Cp . a0 my (koh)? [2n
I 74 k. k. 0 ma
y 4 ko Ko moh [(mgh)* (kghy>+ ka1 ¥ Mo

L
[~

2] + f (B+m) {I-fI (B+m) e 2 imOR+ PNI B+r) e

2 imoR

(ERE P ¢ 2+HP) e 1)

avec .

EPB) = [ kyt+ m‘g A (myky) - kg B (myky) | (C?S {3J= —%—[(moh)z- (koh)z 4 kbl [cos [.’)J
sin f3 sin B

et
[(B+m) = [ k- m2 A (myky) - k2 B (mpko) | (“’S ¢ ”)) -0

sin (B+1)

d'ol :

(2.167) <F,> =-2mpao Im H() [COSB]
y sin

La contribution des termes principaux quadratiques en ¢, se met sous la forme :

2n
2
_ mp - F(cos 6
<F > = "ZQJ [ kgt mj A (mgkg) - ki B (mgky) T [f (mp)” —50 H(®) H(6) (C(_)S )de
by \ k; sin O
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soit :
9 _ n .
(kb [ . =

2.168) <F, >, =-2mp m;’ cd H@®) HE) | ° |ao

; b L(mgh)®- Gegh)*+ kg1 . sin ©
Onadonc:

5 2n
m, h? .

(2.169) <F > =-2mp b ae? (° e

; h [(mgh)>- (kgh)®+ kyh ] sin O

-2Tapo cos B Im I'“1([3)
sin

L'intégrale peut étre transformée compte tenu des propriétés de :
H(e) = H'®) + iH"®)

En effectuant le changement de variable 6 en 0+m, il vient :

2n w2
- 0 * "** "2*- Hk :
J [H(e)lz(c_os Jde - —ZRe}' i[H'©H ©-H @H (9)]{°°Se]de
sin © sin ©
0 -T2
et:

i[H'@OH 0)-H @B ®]=-2Im H@®H (0

de sorte que l'on obtient finalement :

<F.> :-znapw{cf’sﬁ)hn [H@+iH B)] -
y Sim

(2.170) 5 5 w2 o
8mp my (kh) | J cos BJ -
m

—_— HOH @]  |d
h [(mgh)™- (ksh)™+ kh ] sin 6

-1t/2

Moment de dérive d'axe vertical :

On appliquera le méme principe pour calculer le moment d'axe vertical par rapport
aun point O fixe. A partir de la formule (2.150) , il vient :
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2n =
p ¢ ¢°
<M, >=-—Re| A {m,k T R*d9 =
A 2 J ( 0 0) 30
0

2.171) <

AR 55 5% R

n
E (o] a o a o
-E-ReJ 26 ¢ —¢ ¢}R2d9
4
b 0 .
Pour les termes quadratiques en ¢° eten ¢°; ,on écrit <M, > sous la forme :

-

27
<M, >=- % ReJ A (myky) (-imy) [ cos (B-B) ¢ +¢°, ]

(2.172) 0

[ - i my sin (8- B)(; 1+“-—(—) ;>° 1 R*do
H(9)

Le terme quadratique en ?ﬁ‘; . donne une intégrale en sin 2(0-P) qui est nulle.

Le terme quadratique en ?ﬁ"d s'explicite sans difficulté par :

n .
(koh) = .
2.173) <M, >, =-2np 5 - Im H () H(0) do
h [(mgh)*- (kgh)*+ ksh ]

Les termes croisés ne peuvent étre obtenus par la méthode de la phase

stationnaire a partir de la formule (2.172) car la contribution du terme en B+x ne
s'annute pas.

Pour tourner cette difficulté, on écrit I'expression des produits croisés sous une
forme symétrique, a parir de la deuxiéme égalité de (2.171). D'ol :

3¢° 3¢°1 a¢°1 a¢d
dR g aR 36

2n

]Rd@

[=2

et 'on integre par parties le premier terme :

—~ 21t B ~

anm
a¢0 aq)o ¢o 0 ]21; = az q)od )
0

0
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d'ou :

m = o~ ~
9¢% 9¢° = 82([)0
p I d d. 2
<M, > =--Re| A@yky)[ws —— ¢° ] R%de
"y J "D 567 ¥ Srae

0

que 'on met sous la forme :

2R
paw [8% T . . ) - i [mgR cos (BﬁB)-mOR_;] .
<M, > =- Tmg | g Re | -imglcos (0-B)+11H®)e 7{"9

0
Cette intégrale se calcule sans probleme par la méthode de la phase stationnaire
car le terme en [l+cos (6—P)] est nul pour 6=B+x . Il vient alors :

paw .
(2174) <M,> =27 o Re H(p)

d'ou le résultat final :
paw ’ 27 p (kgh) o= .
(2.175) <M, > =21 —— Re H(P) - 3 3 Im | H(8) H(8) d6
Mo h [(mgh)*- (keh)™+ kgh ]

On peut modifier cette expression comme précédemment en fonction de I'égalité :

n
ImJ (F1 (@) +ifl (@) [ ®)-iH (©)] do

0

* Hk

2
0

71:12 * *k

27
=- iJ ([H+iH J[H-iH ]-[H-i0 J[E+ig™]}d0

—-2Re | [E"® H®-H® H ©)] do

-2
D'ou :

* E2

2 . .
<M,(0)>=——apoRe[H B +iH B +
0

% *k

(2.176) ) /2 - _
47 p (kgh) J " ..
[H"©) H 0 -H'® H ®)] d0

h [(mgh)™- (kgh)™+ kh 1
-2
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Il faut remarquer que l'expression obtenue pour le moment est valable par rapport

a un point O fixe. Le transport en un point O' mobile s'effectue en appliquant la
formule (2.143) :

(2177) <M, (0)>=<M,(0)>-<1 FMy -7, FMx >

ou t, et Ty sont les translations au premier ordre , Fy, et F  étant les forces
d'inertie au premier ordre.

Les expressions des forces et du moment sont identiques a celles obtenues par
P. Guével et A. Grékas [54] [40] [58] en profondeur finie par application du théoréme
de Lagally.

Ces démonstrations généralisent celles effectuées par N. Newman en profondeur
infinie [92].

La limite des expressions précédentes lorsque h —> « est immédiate, il vient :

<F > = Znapm(cf)sBJIm [H'®)+iH (B)]
S

y in 3
2.178) w2 ”
& - i 0
$npkl Im | H'@OH ©|  |do
sin 6
-n/2
w® %%

<Mz>=2nap-k(% Re[I:I (B)+iP.1 ®1 +

(2.179) < (™ . o
ampk, | [H'® H®-H@© H ©)] o

\ A2
avec :

1 {[ - - ’
i kg [z- i (x' cos 6 + y' sin @)] .
(2.180) H@®) = - — (c+pus—)e dS(M") ; ky=—
4z dnyy 0" g
X
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Puissance moyenne transmise au fluide :

La puissance moyenne transmise au fluide intérieur & travers la surface Y est
donnée par:

e
Py=-<|| p.(V.n)dsS >

Em

o<l 3w

Zeo

et d'aprés (2.161) et (2.163) :

(D —~ - - =
Py = 'ijoR-e JJ (¢I+¢d) [¢Icos(6—(3)+¢d]ds
Lo

En commencant par intégrer en z, il vient :

pu— —_ f— -_

2r
o -
Py = - p - my Re A(myky) J' [(0°, 45 cos (8-B) +4¢°, ¢°, cos (O-B)+ ¢°, 0°+ ¢°, ¢°, 1R O
0

La contribution des termes en ¢°1$°1 est nulle pour les mémes raisons que

précédemment.
2

© - .
Py = - p - my Almgky) Re J [(4°, 0°+[ 1+ cos (8-B)1¢° ¢°, ] R d6
0

d'ol :
r
(koh)” -
Py =-27pm > > Re | IH(@®©)IFdo +
h[(mgh)*- (kgh)*+ k,h]

5 n

¥
pa@ ~ -1 [mgR cos (8-B) - mgR - — ]
T g /8tmy Re| H(®)[1+cos@-P)e R dO

0

Et aprés intégration de la seconde intégrale par la méthode de la phase
stationnaire :
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n 2
(koh)* - paw
(2.181) Py=-2mpw Re IH@®)I"dd -2x

Im II
h[(mgh)* (kgh)>+ koh] m HE)

Cette formule permet d'exprimer la puissance moyenne fournie au fluide intérieur,
donc au flotteur, & l'aide des fonctions de Kochin.

Propriété des forces de dérive :
Considérons la force de dérive dans le sens de propagation de la houle :

<F,> = <F, > cosP + <E > sin 3

B
Soit :
. n
2 1p my (e h) - ~
<F > =- 2m0 02 IH(G)Izcos(G—B)dB -2rapo Im HP)
B hI(mgh)*- (kghy*+ kghl

et si l'on exprime Im ﬁ(ﬁ) en fonction de Py, il vient :

: 2n
2 tp m, (k,h)’ - m
<E > = 09 J IEL(0) P [ 1- cos (6-B)1d0 +— Py
m
¢

B hI(mgh)™- (kohy*+ kghl

La puissance fournie au flotteur par le fluide est a priori de signe quelconque.

Le terme fonction des mouvements du flotteur s'écrit :

. 2T
2 7t m, (koh)? .
<F.> = ;32 i IH@®) [ 1 - cos (0-B)1d0
PPH  hi(mgh)® (kgh)’+ kyh]

de sorte que :
<FB >y 2z 0

Ceci entraine, qu'en l'absence de dispositif extérieur au fluide fournissant de
I'énergie au flotteur, celui-ci se déplace dans le sens de propagation de la houle
incidente [58]. Cette propriété constitue un test numérique de bonne résolution de
I'ensemble des problémes hydrodynamiques.
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Bilan des résultats obtenus a l'aide des formules de Maruo-Newman:

Dans le cas d'un seul flotteur, les formules de Maruo-Newman permettent
d'obtenir les forces horizontales et le moment d'axe vertical de dérive a l'aide des
fonctions de Kochin.

En I'absence de liaison ou dans le cas de liaisons purement élastiques, elles
permettent de montrer que la force moyenne exercée sur le flotteur est dirigée dans le
sens de propagation de la houle incidente.

Dans le cas d'un systéme composé de plusieurs corps, les formules précédentes
ne permettent pas de séparer la contribution de chaque corps, aussi nous n'utiliserons
les formules de Maruo-Newman que comme vérification numérique de la résultante
des forces horizontales et du moment d'axe vertical calculés par une autre méthode.

Enfin, il faut remarquer que l'utilisation des fonctions de Kochin entraine
I'obligation d'aveir résolu les problémes hydrodynamiques de radiation et de diffraction
pour connaitre les singuiarités cinématiquement équivalentes aux corps en
mouvement. En particulier, le fait de résoudre le probleme de diffraction par les
formules d' Haskind ne permet pas d'obtenir les efforts de dérive.

2.9.4 Conclusion :

Les efforts constants du second ordre dus aux potentiels du premier ordre peuvent
étre exprimés simplement aprés résolution des problémes hydrodynamiques et
mécanique. La formulation par intégration des pressions donne tous les efforts
(3 forces, 3 moments) sur chaque corps d'un systéme au prix de la résolution d'un
probléme hydrodynamique supplémentaire. Les formules de Maruc-Newman
expriment la résultante des efforts horizontaux et le moment résultant d'axe vertical sur
un ensemble de corps lorsqu'on connait les mouvements et les singularités solutions
des problémes de radiation et de diffraction. L'accord entre les deux formulations pour
les efforts résultants constitue un excellent test numérique de la qualité de la résolution
de I'ensemble des problemes.
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Chapitre 3 : RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME DISCRETISE
INTRODUCTION

Aprés avoir décrit la théorie permettant de résoudre le probléme de
diffraction-radiation par une méthode de singularités, il nous reste maintenant &
résoudre numériquement ce probléeme. Pour ce faire, nous allons étre amenés a
choisir parmi les différentes possibilités s'offrant a chaque étape du calcul. Nous nous
efforcerons de préciser les raisons de ces choix qui pourront éire effectués suivant
plusieurs critéres : facilité de mise en oeuvre, précision des calculs, existence de
formulations analytiques ou adéquation de la formulation au probléme posé.

Nous avons choisi initialement de résoudre le probléme de diffraction-radiation a
['aide d'une distribution mixte de Green, sources et doublets normaux, tout en
calculant toutes les grandeurs nécessaires a la résolution du probléme par une
distribution de sources. Apres discrétisation, les équations intégrales sont transformées
en systémes lindaires dont les éléments sont appelés coefficients d'influence. Ceux-ci
sont intégrés analytiquement sur les facettes par rapport aux variables d'espace, ce qui
en profondeur finie uniforme est facilité par la représentation d'une partie de la fonction
de Green sous la forme d'une série tronquée d'exponentielles a parties réelles
négatives. La validité de cetie représentation est testée pour les cas usuels. Les
coefficients d'influence sont connus aprés une intégration numérique dont on discute
la précision. Aprés avoir posé les problémes discrétisés de radiation et de diffraction
en étudiant les simplifications apportées par les symétries éventuelles, nous
comparons les méthodes de résolution des systémes linéaires posés. Les équations
du mouvement ayant été résolues, on peut avoir accés a certains efforts de dérive par
les formules de Maruo-Newman, qui, comme les coefficients d'influence, ont été
intégrées analytiquement sur les facettes. Le calcul de I'ensemble des efforts de dérive
s'obtient par intégration des pressions lorsqu'on connait la cinématique dans le fluide,
ce qui pose un probléme de précision pour les vitesses de doublets normaux. On
résout alors un probléme hydrodynamique supplémentaire a l'aide d'une distribution
de sources, et I'on en déduit les vitesses sur le corps, les efforts complets de dérive et
éventuellement la cinématique dans le fluide. Nous décrivons ensuite 'organisation du
programme de calcul AQUADYN réalisé a partir de la formulation exposée.

3.1. CHOIX D'UNE METHODE DE RESOLUTION DU PROBLEME
DISCRETISE

Parmi linfinité de distributions de singularités possibles pour résoudre les
problémes posés, nous avons déja distingué, dans la formulation théorique, la
distribution mixte de Green et la distribution de sources seules, le probléme étant posé
respectivement en termes de potentiels et en termes de vitesses. Il n'est pas possible
de déterminer a priori quelle est la distribution donnant les meilleurs résultats.
Néanmoins, par analogie avec le probléme bidimensionnel [75][16], on peut préter a
la distribution mixte de Green les qualités suivantes : meilleure précision sur la
détermination des efforts hydrodynamiques pour une discrétisation donnée,
probablement due au fait que ies inconnues du probleme sont directement les
pressions hydrodynamiques; moindre sensibilité a la discrétisation autour des arétes
vives, ol les vitesses tendent vers linfini lorsqu'on raffine la discrétisation, et influence
des fréquences irréguliéres plus localisée.
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Nous choisirons donc de poser le probléme initial de diffraction-radiation avec la
distribution mixte de Green. Cependant, compte tenu de la remarque du paragraphe
2.9 sur le calcul des vitesses lors de I'évaluation des efforts de dérive par intégration
des pressions, nous nous réservons la possibilité de calculer toutes les grandeurs
nécessaires a la résolution du probléme par une distribution de sources seules.

Une fois la distribution de singularités choisie, I'étape suivante consiste a
discrétiser le probléme, c'est-a-dire a transformer le probléme intégral continu en une
suite finie de problémes ponctuels suivant la méthode indiquée dans l'annexe 5. Cette
méthode nécessite de discrétiser la surface des corps en facettes (quadrilaiéres plans
ou non pouvant dégénérer en triangles sur lesquels sont réparties des densités de
singularités) dont on doit calculer les caractéristiques géométriques principales
(surface, normale, centre de gravité,...). Aprés discrétisation, les intégrales de surface
intervenant dans les équations intégrales sont transformées en une somme
d'intégrales de surface élémentaires sur chaque facette.

Les équations intégrales discrétisées s'écrivent donc, d'aprés (2.77)(2.78) et
(A5.2), en notation - complexe

- Pour une distribution mixte de Green :

Ny L Ny
6n 22 ¥n -1l ey asaryt =3 (a¢e) (—! | sy asovy
' 2 a3 N v CE M gy v

5 i

- Pour une distribution de sources :

Ny . -
Gi Z 1 ~ . ' a(])e
3.2) ?+j=1 Gj [“ZTE KM M) dS(M) ] = (T)H )Mi

%

ol N; est le nombre de facettes sur les corps discrétises, o; et w, sont les densités

complexes de sources et de doublets normaux sur la facette i et - (a;_"e)!;d « la vitesse
normale complexe au point M, . dn

*k

B =R+ iy

* dok
(3.3)|o, =0, +ig

%, 0 0
IGn = G i gy
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S(M;, M) = $% (M, M) + i S* (M, , M)

~ o ~
(3..4) b, D(Mi’M')zgn_M S (MiaM')

~ Jd -
K(Mi,M')zmS M; , M)

1

On peut poser, pour i#j :

~ 1 ~
41 J

5

f e
= I = T 1 1 a ] [}

(35 | Dy= -—|| DM, M SO = -—| | 5— S (M,, M) dS (M)
4n:N . 4n M
5 5

(e

k= M| Rot.vy asoy = - L 2 S (M., M) dS (M)
i 4 | b 4z anMi b

i 5

et pour i=j :

S, = —1”5 M, , M) dS (M)
47

-1 [ - 1 1|} o =
36 | Dy=5-—|| DV, M) dS(M')_—-—”an—MS(Mi,M') ds (M)

~ 1 1| ~ 1 1 9 (|-
Ki= =-—| KM,M)dSM) = =-— =——||S M, M) dS M

Si Si

v * ~ N ~ r - - 'H .

Les coefficients S, , D;;, K;; sont appelés coefficients d'influence de la facette ]

au point M; pour le potentiel des sources, des doublets normaux et les vitesses
normales de sources.

Dans ces conditions, les équations intégrales sont transformées en équations
linéaires,on a :

- Pour une distribution mixte de Green :

Ny _

(3.7) J};luj D; = Z <an g S
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- Pour une distribution de sources :

N %
(3.8) jgio.j Ky = (5,

~~r ~y

Nous allons nous efforcer de mettre les coefficients S, D, , K; sous une

forme accessible au calcul numérique, compte tenu des expressions de S en
profondeur infinie ou en profondeur finie uniforme.

3.2, CALCUL DES COEFFICIENTS D'INFLUENCE DISCRETISES :

3.2.1. Principe de calcul des coefficients d'influence :

Les coefficients d'influence sont définis par l'intégrale sur la facette de la fonction
de Green ou de ses dérivées normales. Sous sa forme la plus générale, compte tenu
du choix qui a été fait pour exprimer les fonctions de Green, un coefficient d'influence C
se présente comme f'intégrale sur une facette de la somme d'une fonctionde 1/R (ol
R est la distance entre un point M' de la facette et un point quelconque) et d'une

intégrale de -n/2 a ©/2 d'une fonction de M.

ror
Ci=11f (m) ds (M') M (x, ¥, 2
(3.9) -+ "
I 2
C,={|[] gM,0) d0] ds (M)
J .Js 2

Lintégrale C, ne présente aucune difficulté de calcul pour les fonctions f usuelles.

Des expressions analytiques de ces intégrales ont été obtenues par J.L. Hess et
A.M.O. Smith [68] en 1962 et P. Guével [44] en 1976. Les expressions exactes de ces
intégrales ainsi que leurs développements asymptotiques sont donnés dans les
paragraphes | & IV de l'annexe 6.

Le seul probleme provient du terme C, qui se présente sous la forme d'une
intégrale par rapport aux variables d'espace d'une fonction de M' connue sous la
forme d'une intégrale en 0.

Plusieurs méthodes peuvent étre envisagées pour résoudre ce probléme :

. 1°) Tabuler Iintégrale en 6, puis ensuite effectuer numériquement I'intégration
par rapport aux variables d'espace sur la facette.
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2°) Intégrer analytiquement par rapport aux variables d'espace, éventuellement en
utilisant des formulations asymptotiques, puis effectuer numériquement l'intégration en

0.

La premigre méthode est initialement plus délicate & mettre en oeuvre,
particulierement en profondeur finie uniforme, puisqu'elle nécessite avant tout calcul
I'étude des formulations numériques approchées de la fonction de Green, ainsi que
leurs domaines de validité.

Nous avons choisi la seconde approche, principalement parce que nous avions

deja établi des formules permettant d'intégrer analytiquement les fonctions de 6 sur
une facette plane [45] [48] [21], mais aussi parce qu'il est plus facile de maitriser la
précision des méthodes numériques d'intégration sur une intégrale simple que sur une
intégrale double. Les résultats obtenus par cette approche sont exposés dans les
paragraphes suivants.

Pour expliciter les formules, nous utiliserons les conventions suivantes :

- Les notations correspondront a celles de l'annexe 6, on précisera seulement
les fonctions patrticulieres auxquelles s'appliquent les formules.

- Dans le cas ou les formules sont dérivées de celles de 'annexe 6 on ne
précisera que les transformations a apporter aux formules initiales pour obtenir les
résultats cherchés.

Les coordonnées des sommets de la facette influengante j de centre de gravité
- 0o -~ s ) 1
G(xg»¥g» %) -d aire & et de normale unitaire 1 (p,q.v seront notées M (x', ¥

z' ).

Le point influencé M, aura pour coordonnées x,,y,, z , la normale unitaire a la
2 —p
surface en M; seranotee ny, (p;,q;.1;)-

Nous allons donc donner les expressions des différents coefficients d'influence en
profondeur infinie et en profondeur finie uniforme, intégrés sur la facette par rapport
aux variables d'espace. '

3.2.2. Coefficients d'influence du potentiel de sources en profondeur
infinie :

Les coefficients S* et S** sont donnés par les formules (2.61) ou (2.62) et
(2.63).Si l'on choisit les formules (2.62) et (2.63), ce que nous justifierons
ultérieurement, le coefficient S;i s'écrit :

- 1 ,...2
G.10) s = — [S3 - S + Sy]

avec :
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- 1
O t T 1 1 T
S; = VO dS(MY) M (x, ¥, z)
-Jsj
.
1
3.41) | ;= MW SO M (Y- 2)
.J.Jsj
w2 w2
-2 2k dI©)
S; = _J Re { -d—f do} dS(M") + 2ik, | | Re { e° o } dS(MY)
T
5 w2 S 2

Czkg[zi+z'+i[(xi~x')cos9+(yi-y’)sin6]] , ky = cozlg

a) L'expression Sfj s'obtient directement a partir des résultats du paragraphe 1 de
I'annexe 6.

b) L'expression Sf]* se calcule en faisant le changement de variable z'en -z'sur
la facette, ce qui revient a calculer les coefficients d'influence de la facette symétrique

par rapport au plan z=0, en prenant garde au fait que la symétrie change le sens de
parcours positif sur la facette. On changera donc z; en -z5 , z\, en -2, et z\,
en “ Z'k+1 .

Aprés avoir calculé R,(-z5), onaura:

- Pour les formules asymptotiques :
(3.12) S} A

- Pour les formules exactes :

m
(3.13) S} =- kZl I3 (2, 2y, )

c) Le terme S2
l'annexe 6.

jj se calcule, en utilisant les résultats du paragraphe V de

Posons :




2
S i Qe
Slj S g ot S i
T2
2k dJ
§#2 = J” re (| F© 40y asow)
(3.14) | R J dg
5j )
A2
sHel = 2k0”Re (| €°do)dsev)
8 J-nfl

- Formules exacles :

Compte tenu des propriétés de la fonction J ({) décrites dans l'annexe 3,ona:

T2

2 m
2
(3.15) % =-—Re| X A Fdo
T k=1
_1'{/2
avec :

(3.16) A =[(Xy;-x)(q-irsin®) - (¥}, -V (P-ircos6)]

et
ck+1 1

Fo =07, -T (@) +Log (=—)] pour I, .- § 1>t

(3.17) < k C1~:+1 h Ck
[T, )+T @)
| Fe= 5 pour If, - 1<t

t étant une tolérance numérique.

Co=ko[z+2 +il(x-x ) cos O+ (y; -y )sin®]]
de méme :

T2

m
(3.18) S*2 =2Re| X A G do
=1

-2
avec :
L+l ck
€ -¢
Gy = T pour 1§, - Ll >t
(3‘ 19) b, k+l Ck
Ser1 . & ,
e +e¢
G, = — pour I, -G} st
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- Formules asymptotiques :

Pour des dimensions de facette faibles par rapport a la distance au point de calcul,
on peut utiliser les formules asymptotiques suivantes :

A2

3200 §¥ = 2 A Re | [T - 140
T 4

v

-nf2
T2

321)  §+% = 2k, ARe | <°do

o

_1;/2
avec .

{=kolz,+2z5+i[(x;-x5)cos 6+ (y,-yg)sin0]]

3.2.3. Coefficients d'influence du potentiel des doublets normaux en
profondeur infinie :

Ces coefficients s'écrivent :

2
~ 1 0 1 ~
Les expressions de 'fiij sont obtenues a partir des expressions correspondantes
de S;; issues des formules (2.61) et (2.63) dérivées sous le signe somme par
rapport a la normale en M. Onadonc:

(4] a 1 , . ' ' .
D, EJ o MBT 9SOM) M' (x', y', z)
g
1 Jd 1 ‘ o
(3.23) { Dy =J v, S M, (&, ¥, - 2)
g
2 w2
-2 % 0 . ' 0 ¢ ‘
Dy= —| | 5, Rel J(© d0} dSOVM) + 21y | | p=Re [ | e”dB)aS(M)
L 5 2 i -

a) L'expression Di;’ est donnée directement par les résultats du paragraphe i
de l'annexe 6.
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b) L'expression D1;; s'obtient de la méme fagon que S';; . On aura donc :

- Pour les formules asymptotiques :
Zi + ZG

324 Dy =A —x
[R, (‘ZG) ]

1

- Pour les formules exactes

m
(325) D} =- 1;1 K, (-2 » Zy,q)

¢) Le terme Bzij est donné par les résultats du paragraphe VI de 'annexe 6 :

2

~

' 2 P 2
(326) Dy = D¥ + iD**

- Formules exactes :

/2
2 m
327) D¥ =2 Re| X B F, do
S k=1

w2
avec .

(3.28) By =-i[ (X} -x})sin6 - (¥, -y cos O]

et
w2

m
(329) D*¢ =2 Re kZI B, G, do
w2
La fonction F,_ de la formule (3.27) est la méme qu'en (3.17), ceci justifie le fait
d'avoir employé les formules (2.62) et (2.63) pour "S'ij et (2.61) et (2.63) pour ﬁij .
puisque l'utilisation d'une autre formulation aurait nécessité I'évaluation d'une fonction
F, supplémentaire.

- Formules asymptotiques :

Dans les mémes conditions que pour les sources, on peut établir les formules
asymptotiques suivantes, puisque :

d df d¢ df o

— = (Pt qdgmt+Ig)—
anyp dx .dy dz Pld
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w2
2 2k§ | . . 1
(3.30) D¥; = — ARel [r-i(pcos® +qsin®)] [J(C)--c—.] de
T
4[[2
w2

(331) D! = 21GARe| [r-i(pcos® +qsin0)]e>do

_11;/2
avec

K_,zko[zi+zG+i[(Xi-xG)COSG-i-(yi-yG)sinG]]

d) Cas particulier du coefficient D, :

Le coefficient ﬁii nécessite un traitement particulier puisque M, peut étre égal &
M' sur la facette. Pour ce terme, le coefficient D°; est identiquement nul dans le plan

de la facette. En rajoutant la discontinuité de potentiel, le coefficient 511 s'écrira :
2

~ 1 1 1 ~
3.2.4. Coefficients d'influence des vitesses normales de sources en
profondeur infinie :

Les coefficients d'influence des vitesses normales des sources s'obtiennent en
dérivant par rapport & la normale en M, les coefficients d'influence des potentiels de

sources.

~ s s L2, 2 30 g
(3.33) Kij—-m 8, dS( )——E{pi§§+qi-a-§+ria}[ij— 5+ Sy]
1 sj
. 1 NZ ~2 ~2
(334) Ko=-—{p V> -V +V_ T+q Ve -V} 4V 1+ [V -V +v_ 1)
: 1j Ax P Sy Sy Sy q; Sy Sy Sy i S By 57

a) Les expressions Vo, Vo, VO sont obtenues directement par les resultats du

paragraphe Il de I'annexe 6.

Sy

b) Les expressions Vg, Vlg,, Vis, s'obtiennent en effectuant dans les formules
les mémes changements de variables que précédemment, ce qui donne :
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; Pour les formules asymptotiques :

Vi T
x {R() (‘Z(_}) ]3
(335 { V= AN
ER() (‘Z(;) 1
V} _ A "Zg- 4
o [Ry(z)T

- Pour les formules exactes :

m
v, =- Z Si, ¢ 2%~ Zip)
=1 %

m
(3.36) V: 3 ];1 Sky 2~ Z)

y
m
1 ] 1
Vs, = - 2 S, C 2= Z)
Lz k=1
¢) Posons :
ro2
2, . 2
SR AR A
2
(337) § v = v 4§ vl
= 1V
S Sy 5y
2
T 2
|V, =V i ved

Les grandeurs cherchées s'obtiennent directement en dérivant les formules
donnant §%;, compte tenu de :

d d df - o
—=— — =1k, cosb —
dx dCd" 0 d
d 4d dg d
—=— — = ik, sin@ —
dy ggdy d
d_dd _ d
L

- Formules exactes :

En appliquant ce principe pour les formules exactes, il vient :
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2
2 2 . -
V¥ =~ Re| (ikycos®) 2, A, H, do
x T k=1
J—Ttﬂ
2 o
2
338) § v = Z Re| (ik,sin0) 2, A, H, do
y .7 k=1
J_ﬂnﬂ
2
m
2
Ve = ZRe| K kZ=1 A, H, d9
T2
avec .
J (gk-i-l) -J (Ck)
= C 1 pour I -L 1>t
(3_39) . k+1  “k
1 11
H =— [TEC.,p+IC) - -—1 opour 1§ -Gl <t
Ck+1 C-'k
et:
r r.ﬂ)’z
m
2 .
Vi =2 Re | (ik, cos@) k2=1 A, G, do
of
-Af2
T2

m
(340) { Vi =2 Re | (ik,sin6) 2, A, G, do
k=1

of

-nf2
T2
m
v =2 Re| k, X A, G do
k=1
y =)

Les coefficients A, et G, étant définis comme pour les coefficients d'influence du
potentiel des sources par (3.16) et (3.19) .

- Formules asymptotiques :

On procéde de méme pour les formules asymptotiques :
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T2
2 1 1
viZ = Z 2 ARe (icos0) [TO)-—+—=1 dO
Sx p 0 C CZ
d.’[{jz
T2
2 2, ‘ o 1 1
(3.41) { v*¥ = —_k: ARe (i sin®) [JO-—+—1 db
Sy - 0 c Cz
d-’n;fz
A2 )
2 | 1 1
V*§Z=¥k§j@Re [I(C)-E+—2-]d9
o~ £
(™
2 j
V**gx = mkﬁ_ﬂ.Re (i cosB) ec deé
o
J—TC/Z
AT2
2
(342) { v+ = ZiGARe | (i sin®) e® do
T
M-‘]‘E/Z
AT2

2
vird = 292 ARe | & B
yi

4

o

d) cas particulier du coefficient I'Zﬁ:

Le coefficient I'?fﬁ s'obtient en ajoutant la discontinuité de vitesse normale dans le

calcul précédent. On peut aussi ajouter cette discontinuité dans le calcul des
coefficients V°, , V%, , V%, , onauraalors

- 1 0"1"2 0‘1~2 0'1"2
G4 Ky == Loy (Vo -Vy V) +q (V- Vy +V,) 45 (Vy -V +V,)]

11

aveg ,
0 0
s st -2np
o 0

(3.44) Vsy = Vsy -2mq;
o' 0
s = s, znrl

3.2.5. Utilisation du lissage par exponentielles pour le calcul de la
fonction de Green en profondeur finie :

Reprenons les développements du paragraphe 2.2. Dans la méthode que nous
avons choisie, il faut pouvoir représenter la fonction F,(k) a l'aide d'un développement
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en série d'exponentielles. D'aprés (2.40),on a:
(k+kg) € A

345 F) = e K, chkhEH0) - k- [y 10)]

avec .
1 (myh+kyh)?
(3.46) A=r , 5
[(m()h) - (k()h) +kgh ]

Enposant:K=kh , Ky=kh , My=myh , F,(K) s'écrit:

(K+K) ¥ My +Ky® 1
shK-KochKii(O)-M%_Kg+K0 K-IM;3i0)]

B4 FK) =g

Pour évaluer cette expression, il faut d'abord connaitre M, a partirde K.
- Calcul de M, :

M, est la racine de I'équation :
2

L
(3.48) ko= =mythmgh

ou bien :

Cette équation n'admet qu'une seule racine M, =K.

La recherche de cette racine est effectuée par dichotomie aprés localisation de
celle-ci sur le segment [nlL, (n+1)L], n=20et L =Sup (\/—K—O ,Kq) - Les deux valeurs

possibles du pas de localisation permettent d'éviter une recherche trop longue
lorsque K,—> 0. La précision choisie pour la détermination de lintervalle final de la

dichotomie est de 5.10°.

- Calcul de  F,(K) :

La fonction F,(K) peut s'éctire sous la forme :

(K+K ) (K-My) e (M - Ko + K - (My +K)? (KshK -K,chK)
(3.50) F,(K)= —— -5
(M:-K2+K,) (K- My K shK-KychK)

L'évaluation de cette fonction présente une ditficulté puisque pour K =M,, la
fonction F(K) se presente sous la forme indéterminée : 0/0 .

F,(K) =N/D = 0/0.

On peut essayer de lever l'indétermination en utilisant la regle de L'Hépital :
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[ (K+EH+E-MH+(K+K )(K-My) Je (M KoK )-(M+K (K ch K + sh K - K, shK)
(M3 - Ko+ Ky [K shK -KychK + (K-M)(K chK +shK - Ky shK) ]

N|
D'

N' /D' se présente encore sous une forme indéterminée :

M
N M, K, +Mpe ° - M, +Ky’ ch M,
B kM = M, (M, sh M, - K, ch M)

0
0

On évalue alors N"/D":

N'= ek [(K-Mp)+2+2K+Kyp+K-My+EK+Kp K-M) ] (M2-K2+Kp
- My +K? (KshK+2chK-K;chK)

D'= 2(KchK+ shK-KyshK)+(K-My) (KshK+2chK-K,chK)

" My +Kg My +Kg+1) My (M, +Kp)?
(3.51) Fi(Mo>=g?'K=MO= ot Ko (M + K, o M +K,

M:- K2 + K, M3 - K3 + Kp)*
ce qui permet de lever lindétermination.

Pour K voisin de M, , on remplace la fonction F,(K) par une parabole s'appuyant
sur les 3 points suivants :

F(M,-L) , F(My , F(My+L)

avec : :
L=8up (0,1;0,1.M,)

La fonction F(K) est donc calculée :

- par la formule (3.50) en dehors du segment [ M,-L, M, +L]

- par une interpolation parabolique a I'intérigur du segment [M;-L,M,+L]
Cette double représentation assure une bonne continuité de ia fonction a lisser

F (K) pour toutes les valeurs de K, ainsi que nous pouvons le constater surlia figure

3.1 qui représente la fonction Fy(K) =F(K)-2 pour des valeurs de K, =
01;05;1;2;3;4,5.
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) 0.8
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S
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4 %X emAR®
£{K) POUR K=0,)70,5:1:2:3:415
b4

~ Figure 3.1

- Lissage de la fonction FZ(K) par des séries d'exponentielles :

La technique de lissage de la fonction F,(K) par des séries d'exponentielles est
due & J.C. Daubisse [16] [17]. On souhaite représenter la fonction F,(K) sous la forme:

M
A K
(352) FyK) = X ae"
n=1

Le principe de la méthode est le suivant :

A partir de points équidistants de la fonction a lisser, on constitue a l'aide de la
technique de Prony, un systéme surdéterminé réel que l'on résout au sens des
moindres carrés par la méthode de Householder. Les solutions de ce systeme sont les
coefficients d'un polynéme dont les racines sont liées aux exposants des
exponentielles. Une fois déterminés les exposants des exponentielles, on élimine ceux
~qui ne remplissent pas les conditions souhaitées (exposants positifs ou égaux,
exposants trop petits). Les exposants conservés constituent une sous-base de la base
initiale . 1l reste alors a déterminer les coefficients a, des exponentielles.

Pour ce faire, on utilise une méthode de moindres carrés qui minimise I'écart entre
la fonction a approximer et la série d'exponentielles choisie. Cette minimisation se
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traduit par un systéme linéaire collocatif & coefficients réels qui est aussi résolu par la
méthode de Householder et dont les solutions sont les coefficients cherchés.
La mise en oeuvre de cette méthode est la suivante :

a) On commence par choisir le nombre N d'exponentielles de départ. Ce nombre
est initialement de 4.

b) La fonction F,(K) est alors calculée avec 4 fois plus d'intervalles P que
d'exponentielles N (P=4N), ce gui d'aprés les essais numériques effectués, constitue
un bon compromis permettant de bien représenter la fonction tout en évitant les
instabilités. Cette fonction est calculée sur lintervalle [-0,1; 207, le fait de commencer
le lissage en dehors du domaine d'étude permettant de bien représenter le
comportement & lorigine de la fonction. On constitue alors un systéme surdéterminé
(4N, N) qui est résolu par la méthode de Householder.

c) On construit le polynéme dont les coefficients sont les solutions du systéme et
T'on calcule ses racines par la méthode de Bairstow, ce qui permet de déterminer les

exposants A_des exponentielles, et I'on €limine les coefficients A, 20 et A <-20 ,le
nombre d'exponentielles restantes est M.

d) On constitue le systéme (M,M) minimisant au sens des moindres carrés I'écart
entre la fonction F,(K) et son développement en série de M exponentieiles pour les

P+1 points de calcul. Ce systéme s'obtient en minimisant la forme quadratique :

P+1

M
(353) S = LK) -2 a e ity
i=1 J=1

Aprés résolution par la méthode de Householder, on en déduit les M coefficients

e) On calcule alors I'écart maximum entre la fonction F,(K) et sa représentation

par une série tronquée d'exponentielles sur le segment [0, 20] avec 2 fois plus de
points de calcul gue pour le lissage, ce qui assure que l'écart est calculé non
seulement aux peints de minimisation, mais aussi au voisinage du milieu des
segments. Si I'écart maximum est inférieur en module & 102, 'approximation est
retenue pour la suite des calculs, sinon on reprend les calculs en  b) avec N+2
exponentielles jusqu'a ce que I'écart maxi soit inférieur & 102, Le résultat de ces
calculs pour des valeurs de K, =0,1; 0,5 ; 1 ;2 ; 3 ; 4 ; 5 sont présentes

ci-dessous .
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KO = 1.000000E-01 M0 = 3.215959FE-01 ADIMENSIONNALISES PAR RAPPORT A H

PROFONDEUR TROP FAIBLE POUR LA LONGUREUR D'ONDE

CARACTERISTIQUES DU LISSAGE

4 EXPONENTIELLES ECART MAXI = 0.122E+00 ECART MOYEN = -0.442E-02
6 EXPONENTIELLES ECART MAXT = 0.704E-01 ECART MOYVEN = 0.160E-02
6 EXPONENTIELLES ECART MAXT = 0.287E-0% ECART MOVEN = -0.47BE-03
8 EXPONENTIELLES ECART MAXI = 0,703E-02 ECART MOYEN = O0.137E-03
0.1555692E+00E¥P( —0.9455828E+01)
0.7308459E+00EXP(  -0.1939648BE4-01)
0.3831308E-01EXP( * -0.3366737E+01)
-0.6101131E+00EXP( -0.1083113E+01)
-0.4295465E-01EXP( ~0.3149727E-01)
~0.3032635E+00FXKP(  -0.4972255E+00)
-0.1375277E+00EXP( ~0.1784952E+00)
0.1950295E-C1EXP{ -0.22B82169E+00)}
KO = 5.00000BE-01 MO = 7.717030E-01 ADIMENSIONNALISES PAR RAPPORT A H
CARACTERISTIQUES DU LISSAGE
3 EXPONENTIELLES ECART MAXI = 0.433E-01 FCART MOYEN = -0.170E-072
5 EXPONENTTELLES ECART MAXT = 0.309E-02 ECART MOYEN = 0.825F-04
-0.6484404F+01EXP({ -0.1753616E4+01)
0.5507671E-02EXP( -0.2918916E-01)
-0.7301B63E+00EXP( -0.1017747E+01)
~0.7793372E-01EXP{ -0.4576145E+00)
0.6763340E+01EXP( ~0.1767776F+01)
KO = 1.0000C1E+00 MO = 1.199679E+00 ADIMENSIONNALISES PAR RAPPORT A H
CARACTERISTIQUES DU LISSAGE
3 EXPONENTIELLES TCART MAXI = 0.553E-01 ECART MOYEN = -0.221F-02
5 EXPONENTIELLES ECART MAXT = 0.773E-02 ECART MOYEN = 0.261F-03
0.4493396E-00EXP{ ~0.2224B%4E+01)
-0.9946346E+00EXP{ -0.1386110E+01)
0.1543929E+00EXP({ -0.4520144E+00)
0.1349587E4+00EXP( -0.1724741E+400}
0.5057643E-01EXP( -0.3120353E-01)
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KO = 1.999997E+00 MO = 2;065335E+00 ADIMENSIONNALISES PAR RAPPORT A H

CARACTERISTIQUES DU LISSACE

3 EXPONENTIELLES RECART MAXI = (0.331E-01 ECART MOYEN = 0.197E-02
5 EXPONENTIELLES ECART MAXI = 0.367E-01 ECART MOYEN = -0.644F-03
6 EXPONENTIELLES ECART MAXI = 0.362E-02 ECART MOYEN = -0.41BE-04

0.1578232E+00EXP{ -0.2420238%E+01)
-0.1083617E+0LEXP({ -0.1302307E+01)
0.2139612E+01lEXP( -0.5646551E+00)
0.3193001E+00EXP{ -0,2035070E+00)
-0.10632655+01EXP{ -0.4458007E+00)
0.6403768BE-01EXP{ -0.3589084E-01}

K0 = 3.000001E+00 MO = 3.0144B83E+00 ADIMENSIONNALISES PAR RAPPORT A H
CARACTERISTIQUES DU LISSAGE

3 EXPONENTIELLES FECART MAXI = 0.89SE-01 ECART MOYEN = ©,478E-02
5 EXPONENTTELLES [ECART MAXT = 0.255E-0@ ECART MOYEN = -0.9061-03
6 EXPONENTIELLES ECART MAXI = 0.534E-02 ECART MOYEN = -0.967F-04
0.3620655E+01EXP{ -0.1070250E+01)
0.1466B04E+00EXP( -0.6091225E+00)
0.1668969E+00EXP({ -0.2321885E+00)
0.3131L719E-01EXP{ ~-0.,4079216E~01)
0.319381BE+00EXP( -0.2118382E+01)
-0.3392860E+01EXP{ ~0.Ll376538E+01)
KG = 3.999996E+00 MO = 4.002666E+00 ADIMENSIONNALISES PAR RAPPORT A H
CARACTERISTIQURES DU LISSACGE
3 EXPONENTIELLES ECART MAXY = 0,110E+00 ECART MOYEN = 0.613E-02

5 FEXPONENTIELLES FECART MAXI = 0.573E-02 TCART MOYEN = -0,.515E-04

~0.2183785E+01EXP( -0.1392894E+01)
-0.3003954E+01EXP( -0.7829102E+00)
0.9286432E-02EXP( -0.5992549E-01)
0.6791273E+01EXP({ -0.9119820E+00)
0.1716497E+00EXP( -0.3038295E+00)

KO = 4,999998E+00 MO = 5,000452E+00 ADIMENSICONNALISES PAR RAPPORT A H

PROFONDEUR QUAST-INFINIE
LE PROGRAMME EN PROFONDEUR INFINIE SERAIT PPLUS ADAPTE

CARACTERISTIQUES DU LISSAGE

!

3 EXPONENTIFLLES ECART MAXI 0.558E-01 ECART MOYEN 0.324E-02

i

0.179E-0) ECART MOYEN

4 EXPONENTIELLES ECART MAXT -0.640E-03

H

5 EXPONENTIELLES ECART MAXT = 0.4531E-02 ECART MOYEN = -0.299E-05

0.1926691E+02EXP{ -0.9390645E+00)
0.6614134E-02EXP{ -0.1316549E+00)
-0.38B05655E+01EXP{ ~0.1363985E+01)
0.7569475E+01EXP{ ~0.7041419E+00)
-0.2203744E+02EXP(  -0.8095551E+00)
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On peut remarquer que ces exemples recouvrent en pratique toute la g'amme
possible des longueurs d'onde . en profondeur finie, puisque K, =0,1 correspond a

une longueur d'onde:: de prés de 20 fois la profondeur (par exemple une houle de 6 s
de période pour uné profondeur de 1 m) , cas pour lequel le modéle de houle du
premier ordre est insuffisant et K,=5 correspond & une longueur d'onde de 1,25 fois

la profondeur, ce qui peut étre considéré comme une profondeur infinie.

La convergence de la méthode utilisée est bonne, le nombre moyen
d'exponentielles nécessaires pour représenter la fonction est de I'ordre de 5, tandis
gue le maximum est de 8 aux grandes longueurs d'onde .

On peut noter que le fait d'augmenter le nombre d'exponentielles ne correspond
pas forcément & un nombre plus grand d'exponentielles retenues, ni d'ailleurs & une
précision plus grande. Dans ces résultats, en plus de I'écart maxi, nous avons fait
figurer I'écart moyen de |'approximation. On peut constater que I'écart final moyen est
trés faible dans tous les cas.

En conclusion, nous pouvons maintenant représenter la fonction F,(K) sous la
forme d'une série tronquée d'exponentielles :

M
(3.54) FyK) = 2,1 aen

Hen estde méme pour F((K) = F,(K)+2. Ona

e K
(3.55) F(K) = 2 ae avec ag=2 et Ay =0
n=0

Nous disposons alors de tous les élements permettant d'expliciter les coefficients
d'influence en profondeur finie.

3.2.6. Coefficients d'influence du potentiel de sources en profondeur finie

Les coefficients S* et S** sont donnés par les formules (2.49).

Le coefficient d'influence §;=8* + iS** gécrit:
~ 1 »-2
_ 0, ol,

avec .
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r
1
a) sg:J TAYE dsov) Mx, v, )
Jsj
1
b) silj:J M‘i‘ﬁgds(M') M'((x', y', -z"-2h)
-}Sj
, ]

o 2 . 2
= Q- 4 ET S
T2

2 A ' ‘
d) §% = 2—7;”'119 d9[J(C1)+1(C2)+J(C3)+I(C4)] dS(M")
5; -T2
2
A ¢ 4 4
e) S**fj:EJJRe Ble’ + e+ e%+e4]dS(M')
8 -T2
(3.57) !
avec .
1 (mgh+kgh) 1 My+Kp*
A= = , My=mgh , K,=kh

B [mghy® - (kgh)? +kh] P (M2-KZ+Kp
C1=m0§1=m0(zi+z'+im‘)
(:2=m0§2=m0(z' -z,-2h +im)

C3"-=m0<t,3=m0(zi-z'-2h +i®)

(= m &, =my [ (z+7 +4h) +i®]

2
L£);
g) m, solutionde : k,= i m, th myh

h) W=(x;-x)cos0 + (y,-y)sin6
Si par ailleurs on représente la fonction F (K) par son développement en
série tronquée d'exponentielles :

M
. A K
) BK) =2 a e avec 2,=2 et A =0

n=0

Le terme Sf} s'exprime sous les deux formes suivantes :
(3.57)
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a1 EM: 1 1 1 1 ,
i Sij =-—11]Re do a,( + + ) dS(M)
21 N Ah+ &1 Ah+& Ah+& Ah+E,

8 —1
ou bien:

ks3~1M ! ! t 1 dS(M'
) ij_mm_n:Oan (MInMI-FNIZnM'-l_M'_’mM‘ M4nM') ( )

]

[ o

avec :
M, x.y, -z—?th) ; MZn(x,y,z+2h-?\,nh) M, (x,y,z-2h+A ) 5 My (xy, -z- -4h+A, iy

a) Comme en profondeur infinie, 'expression S°; se calcule en utilisant les
résultats du paragraphe | de I'annexe 6.

b} 81 se calcule en faisant le changement de variables z' en -z'-2h, ce qui

revient a calculer les coefficients d'influence de la facette symétrique par rapport au
fond. Aprés avoir calculé R, (-z; - 2h), on aura donc :

- pour les formules asymptotiques :

1 A
(58) 8§ = R

- pour les formules exactes :

m
(3.59) Sp = -2 (-2, 2y - 2h)
k=1

c) Le terme Szij se calcule comme en profondeur infinie en utilisant les résultats
du paragraphe V de l'annexe 6.

- Formules exactes :

2

~

a2 s 2
(3.60) S, = ¥ + i S

2

4
A m
(3.61) S¥="Re | do X X A, Fy
;- k=1 1=
—T2

—
[

avec .

Ag= [y -xP(qg-irsin€)-(y' -y (pg-ircos8)]
(3.62)
€

1 2 83 84

et
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. 1 1 ' 1 . 1 1 1 L v Ls 3‘
I - ](Ck}*%?g ('§k+1)'5§,0g L)+ 8- Cpr® °3 Sk 7k
= 1 1 pour 1§ -G 1>t
1 C1c+1 - C-'k
1 1 1 1 1 1 1
| Fua= 5 [T, )+ IC) +og (L, ) Hog (L) 1 pour 14 -1 <t
(3.63)
1 ..
Ck s mO {zi+zk+lﬁﬁik]
B, = (x;- X)) cos O +(y;-y') sin 0
2 ' .
C = my[2,-7-2h+iT, |
3 , .
Ck = m, [Zi'zk'2h+1mik]
4
C—‘k = mo [—Zi—Zlk-4h+i@ik]
de méme :
w2
A m 4
k=1 1=1
-2
avec :
1 1
c§k+1 ] e‘:k 1 1
lez““l“““—] pourle+1~t_,k|>t
(3.65) C1<+1 B Ck
1 1
e‘31<+1 N er’k 1 1
Gk;=_‘2—“‘ pour 1§ - Gl st

les autres notations étant définies comme précédemment .
- Formules asymptotiques :

Dans les mémes conditions qu'en profondeur infinie, on peut écrire les formules
asymptotiques suivantes :
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T2
4

A 1
(3.66) S = _ARe | X I()do
21 1=1
/2

T2

A & )
(.67) St = = ARe Y et de
1=1

-2
avec :
1
§ =my [5+z5+iT,]
W, =(x;-Xg) cos O +(y;-yg)sin@
2
(368§ ¢ =my[z5-7-20+i6,]
3 -
£ =my [z-25-2h+iT;]
4
£ =my[-7-25-4h+iw,]

d) Le dernier calcul concerne le terme S3ij. Celui-ci présente une difficulté
supplémentaire du fait des deux formulations possibles.

* Sous la forme (3.57.}), le coefficient S3ij se présente comme lintégrale sur la
facette d'une fonction de 6 et d'une fonction des variables {I* définies par :
In

= z+z'+im+7unh

2n
{ =7-z-2h+im+Lh

3n
{ =z-2-2h+i@+Ah
n

4n .
{ =-z-z-4h+iwW+Ah
n

Ces fonctions peuvent s'intégrer a l'aide des formules du paragraphe V de
l'annexe 6.
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Aprés avoir posé :

1n 1
§k = Ck +7th
t-‘Zn CZ % h
= +
k k n
(-3'69) ) 3n 3
& = & tAh
4n 4
& = Ck +XAh
et g, =g =1 ainsi que g, =g =-1

Le coefficient §; s'écrit :

2

M 4 m
(3.70) Sfj == 2 a, Re o 2 2 Ay Ny
b 1’1=0 1:1 =
)
avec :
In In In i
W Sk bos (-G log (L) +G -Gy o ln
N = — pour & - 1>t
371 S =&
a1 In In n
| Nkl = 7 [ Log (—g(-!-l) +F'-0g (_gk ) ] pour | C‘k+1 - Ck I <t

* Sous la forme (3.57.k), l'intégration sur la facette est immédiate et le coefficient
§%; se présente sous la forme suivante :

M
1 .
n=0

avec .

(3.73) st = J J M‘;}I\T dSM)
5
avec .
M, & v, -z- ?th)
M,, (x,y, z+2h-A h)
M, (x,y, z-2h+ Rnh)
My, ®%y, ~z-4h+2 h)

On applique alors directement les résultats du paragraphe [ de l'annexe 6, pour
des points influences définis par M, ,M, , M, et M, .

In ?
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Cette deuxiéme formulation est beaucoup plus simple que la précédente, puisque
les résultats sont donnés directement par une expression qui est plus simple que
lintégrand de la premiére formulation.

Un test numérique simple effectué sur un pieu cylindrique vertical, montre que la
deuxiéme formulation est en moyenne 30 fois plus rapide que la premiére. Les autres
coefficients d'influence seront donc établis uniquement a partir des formules (2.49.d")
pour les termes correspondant aux dérivées de 333

3.2.7. Coefficients d'influence du potentiel des doublets normaux en
profondeur finie :

Avec les mémes notations que pour les potentiels de sources, ces coefficients
s'écrivent :
2

I R B
(3.74) Dy = -Z;; (Dij+Dij.+Dij+Dij)

avec :
.
a) D§= aa MlM' dS(M") M(x', ', z)
"
-
b) D= an M3, SO M(x', y', -z'-2h)

o1 % 3 1 1 R S
% i 2 n=0 " anM' ( MlnM‘ ¥ MZ‘HM' ¥ M3n l M4n ) )

5
(3.75)

= 2 . 2
I ek
d) Dij_Dij+1D T

. w2
2 A d 1 2 3 4
e) D= 211: g Re dO[JC)H+TEH)+ICHY+IEHT dSM)
5j —R/2
. %)
2 Al 9 A .
f) D**ijz"i“ -E-)T;uRe dO[e” +e> +e” +e” | dS(M")
M
5 -T2

a) Le coefficient Doij se calcule directement a partir des résultats du paragraphe
Il de l'annexe 5.

b) Le coefficient D';; s'obtient comme S'; .Ona:
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- Pour les formules asymptotiques :

z,+z5 +2h
1 _ 1 G
(376) D = A g —om

- Pour les formules exactes :

m
(3.77) Di1j=-k21 K, (-7, -2h,-2,,-2h)

c) Le caicul de D3ij s'effectue comme pour D"ij avec des points influencés situés
en:
M, xy,-z -lnh) ; M, (xy,z+2h- lnh) ; My, (xy,z-2h+ lnh) :

M, xy,-z-4h+ lnh) .

d) Le coefficient Bzij s'obtient & partir des résultats du paragraphe VI de
annexe 6 :

- Formules exactes :

2
A 4 m
(3.78) D¥ = — Im ; e kzl [(Xp - X, ) sin0- (¥, -yy)cos8 1Qy
-n/2
avec :
1 1 o 1
J(CkJr].) - J(Ck) +L0g (-Ck-}'l) -Log (-Ck) 1 1
= - - ' pour 1L -§ 1>t
3.79) 1 St~ S
1 1 1 1 1
| Qu= 5 [, ) +IC) ] pour 1L -C 1<t
de méme :
T2
A 4 m
(380) D** == Im ; €, kgl [(Xypq - Xy ) sin0- (¥, -¥y)cos0 ]Gy
-n/2

Les notations étant celles du paragraphe 3.2.6.
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- Formules asymptotiques :

2
(3.81) D*ﬁm.zﬁfhze de{[r-i(pcose+qsine)][J(gl)n(gz)-}.f-iz]
" —-m/2 C Cp
3 4 1 1
- {r+i(pcosﬂ+qsin9)][J(C)+J(C)--3-._2] )
£ ¢
2
1 2
(3.82) D**%=—§-7%Re 40 ([r-i(pcosB+qsin®)] (e + ¢ )

~qi2

3 4
S[r+ipcos®+qsin®)] (e° + e ) )

e) Cas particulier du coefficient 5ﬁ :

-~ 3 [] . - ] 1] . 3 N - -
Pour les mémes raisons qu'en profondeur infinie, le coefficient D.. s'écrira :
2

(3.83) =it [D} + D} +D}
yix

3.2.8. Coefficients d'influence des vitesses normales de sources en
profondeur finie : :

Les coefficients d'influence des vitesses normales de sources s'obtiennent en
dérivant par rapport a la normale en M; les coefficients d'influence des potentlels de

sources définisen 3.2.6.Onadonc:
2 2 2

- - 0 1 3 0 1 3 < 0 1 <3
(3.84) K;= = { P (V +V +V, +V ) +q (Vsy+Vsy+Vsy+Vsy) 1 (V +V +V +V ) ]

a) Les expressions VO, , V% , V%, sont obtenus directement & partir des

résuliats du paragraphe Il de 'annexe 6.

b) Les expressions de V', , V!, , V!, s'obtiennent comme précédemment :
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- Pour les formules asymptotiques :

( ) Xg- X
x | [Rg (‘ZG - 2h) ]3
385 1 Vi = A_2S%
Y Ry(zg-2) P
vl o A - Zg- 2 - 2h
*z R, (-zg - 20) 1P

= Pour les formules exactes :

m
Vi =X S, (-2 -2h,-2,, -2h)
k=1 %

m
4 45l 1 '
R A N T

m
V=) Sy, 7y~ 20, -z}, - 2h)
k=1

Sz

c) Les termes V3, se calculent comme le terme VY, , en prenant en compte les
changements de signe dans les dérivations par rapporta z. Onadonc :

M
Vi = & (Vi Vil e VI VY
X =0 X X X X
M

)
B8 1V o= X (Vv vin
y =0 Y Y y Sy

M
3 1 2 3 4
Vs = 2 (- Vsrl + Vsrl + VsIl - Vs 11)
§ z =0 z z 2 Z

Les coefficients Vlnsl,; étant obtenus en appliquant directement les formules du

=

paragraphe |l de I'annexe 6 pour des points influencés situés en :

M, &y,-z -lnh) y M, (xy,z+2h- ?t,nh) ; My, (xy,z-2h+ lnh) X
M,, &xy,-z-4h+ lnh) . '

d) Posons :
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2
i ), *%7)
st = st+1 st
88) -
G88) v = vZiivi?
Sy Sy Sy
~2
*) %9
| VSZ = Vsz-i-l VSZ

On peut alors dériver les formules de '§2ij en tenant compte des changements de

signe de z dans les formules (A6.9). En posant :

(3.89)

Ry = Ay, QA Qo Ary Uy A, &y
et

étant définis par les formules (3.62), (3.79) et (3.65).

On peut écrire :

- Pour les formules exactes :

T2
A m
vl = ZRe | (imgcos®) 2 R, dO
x 2n k=1
"
T2
A m
(390) § V¥ = —Re| (im,sin0) ), R, dO
Y oo =1
Y2
/2
| m
vi2 = ZRe| m, X R d0
T 2n k=1
-nf2
T2
A m
Vil = — Re | (imgcosB) X T, do
x k=1
-fif2
T2
A m
(3.91) V**iy — Re | (img sin®) Eﬁ T, do
-mf2
/2
A m
Vel =~ Re'l my, X T, do
k=1
-nif2
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- Pour les formules asymptotiques :

T2
2 A . : 1
v = Z ARe| (imgcos®) [T(C)- —1 do
* 2n 1=1 4
w2
T2
2 A . . - o1
(392) { V¥ = _— ARe| (imysin®) X [TE)- —1d6
¥ 2x 1=1 ¢
=)
T2
A : 11 2 1 301 4 1
Ve, = - ARe | mlI@Q) -5 IE)+ ) -5 TC)+ 140
L " Jn ¢ d g 4

¢! étant défini par les formules (3.68) et :

ATf2
A S
Vel = = ARe | (im, cosB) ), e do
=1
d-Tt,Q
T2
A 4
393) vyl == ARe | (imysin6)2, e do
¥y ) 1=t
-2
T2
A 1 2 3 4
V**§Z=—ﬁRe mo[eC _ed +ec-ec]d9
d-njz

g) Cas particulier du coefficient Eii:

Comme en profondeur infinie, ondéfinitle coefficient ﬁﬁ par :

i

(3.94)
avec .
o’ _
Sy
(3.95) V;; =
Ol

1

T

V.

V

v

2

2

[ p: (VO'+’V1 +V3 4V )+q.(VO'+V1 + V3 4y ) +
1 SX SX SK SX 1 Sy Sy Sy sy

-2mp,
- 2nq

- 21|:ri

2

o' 1 3 7
ri(VsZ+VsZ+VSZ+VSZ)}
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3.2.9. Intégration numérique des coefficients d'influence :

*

Précision souhaitée sur le calcul des coefficients d'influence

Les essais numériques effectués par Hess et Smith [68] ont montré que, pour le
probléme de I'écoulement autour d'un corps en milieu illiimité, l'erreur absolue sur les
coefficients d'influence due a la présence de formulations asympiotiques, telles que
celles définies dans les paragraphes | a IV de l'annexe 6, ne perturbait pas
sensiblement les grandeurs finales caractéristiques de |'écoulement (vitesses,
pressions) méme pour un grand nombre de facettes (>2000). Comme cette erreur est
de l'ordre de 104, nous retiendrons cette tolérance pour les calculs ultérieurs.

%

Choix d'une méthode d'intégration numérique :

Dans les expressions des coefficients d'influence établies précédemment subsiste
une intégrale en 6 de -n/2 a w/2.

Cette intégrale ne peut étre exprimée entiérement analytiquement dans le cas
général, elle devra donc étre évaluée numeériquement.

Pour ce faire, nous utiliserons les formules de Gauss-Legendre & N points qui
sont exactes pour des polynémes de degré inférieur ou égal a 2N-1.

Les fonctions a intégrer n'étant pas polynomiales, nous testerons la méthode
d'intégration sur des fonctions oscillantes présentant un comportement semblable a
celui des intégrands, mais dont le résultat est connu analytiquement.

Pour effectuer ces tests, nous avons choisi les deux fonctions suivantes :

w2
1 T T
(3.96) I= cos (kx+ ¢)dx = T [ sin (1(_2_ +¢) - sin ("kj“ +¢) ]
-T2
et
w2
(3.97) J= cos [k sin (x+¢) Jdx = & Jy(k) , J, étant la fonction de Bessel
2

de premigre espéce d'ordre O.

Pour ces deux intégrales, nous avons fait varier k entre deux limites, le nombre
de points dintégration étant augmenté lorsque l'erreur absolue sur lintégrale I
devenait supérieure & 2.10¢ , le déphasage ¢ variant de 02 360° aupasde 9°. Les
résultats obtenus a l'aide des diverses formules d'intégration sont résumés dans le

tableau ci-dessous ol I'on précise pour chaque méthode, la gamme de variation de k
utilisée, le module de I'erreur absolue maximum et sa localisation.
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Intégrale 1 Integrale J
erreur absolue maximumj erreur absolue maximum
. Nb de | Intervalle
Meth()de points pOllI‘ k lelmax k ¢ lsImax k ¢
7 7
Gauss 8 0<k<04] 7110 0,15 324 4,7 10 0,35 18
_6 -5 '
Gauss 12 04<k<25) 14 10 0.5 351 3110 0.8 117
' . -6
Gauss 16 [25<k<a|1210% 37 297 | 3,310 | 3.5 171
-6 -6
Gauss 24 4<k<8 12310 7.3 342 2,9 10 4.7 315
. -6
Gauss 32 8<k<25] 54 106 22,5 216 | 8,8 10 24 360

Ces résultats montrent que dans le cas le plus défavorable, I'erreur absolue due &
lintégration numérique par ces formules est inférieure & 5.107.

Il reste & déterminer la pulsation k des termes oscillants des fonctions a intégrer.
Ceux-ci se présentant sous la forme générale :

/2

i mO m
do f(0) e

-2

ou f est une fonction lentement variable de 0 et W= (x;-x)cos O+ (y;-y)sin

peut s'écrire sous la forme @ =R, cos (8-a) , 0U R, est la distance horizontale du
point M, au sommet M' de la facette considérée.

Dans la pratique, pour chaque point influencé, on ne considérera que la plus
grande distance horizontale R du point influencé aux sommets des facettes
influengantes. La pulsation de lintégrand sera alors inférieure @ myR (ou kR en

profondeur illimitée).

Pour ne pas introduire d'erreur supplémentaire dans le calcul des intégrands, on
prendra la tolérance t des formules (3.17) (3.19) (3.39) (3.63) (3.65) (3.71) (3.79)
égale & 10

Dans ces conditions, le tableau ci-dessous résume les formules d'intégration a
employer pour cobtenir les coefficients d'influence avec une précision de l'ordre de
5.10 , ce qui a été vérifié pour certains coefficients en faisant varier le nombre de
points d'intégration.




- 154 -

m, R<04 Gauss 8 points

04<mgR <25 Gauss 12 points

(3.98) 25<mpgR <4 Gauss 16 points
4<my R<8 Gauss 24 points

8<myR< 25 Gauss 32 points

La limite en nombre d'onde de myR =25 correspond & environ 4 longueurs

d'onde sur la plus grande distance horizontale de deux points du corps.Cette limite est
généralement suffisante pour les besoins pratiques.

Dans le cas ou le nombre d'onde myR est supérieur a 25, on peut utiliser une
méthode de Simpson & 51 points jusqu'a myR = 35. L'utilisation de cette méthode
entraine une erreur relative pouvant devenir importante (10 % pour myR = 35),
partiellement compensée par le fait que les valeurs des intégrales décroissent lorsque
mgR croft. A la limite, on peut utiliser les formulations asymptotiques des coefficients
d'influence lorsque la période tend vers zéro, qui ne comportent pas d'intégration
numérique.

3.2.10. Symétries des coefficients d'influence :

Considérons un corps présentant un plan de symétrie que nous disposerons
suivant le plan xOz. On peut remarquer que dans les formules précédentes, si I'on
change simultanément M, (x,y;, z,) en 1\7[1 (X,-¥p Z) et M' (x,y',z) en M x',-y.,2% , les
coefficients d'influence §ij, ﬁij et ﬁij restent inchangés. Cette propriété servira pour
diminuer le rang des systémes linéaires a résoudre dans le cas d'ensembles de corps
présentant un plan de symétrie vertical.

3.3. RESOLUTION DES PROBLEMES DE RADIATION ET DE
DIFFRACTION :

3.3.1. Constitution des systémes linéaires :

Les équations intégrales correspondant a la distribution mixte de Green seront
discrétisées suivant le principe décrit au paragraphe 1 de l'annexe 5.

Ces équations sont transformées en équations linéaires que nous choisirons
d'écrire en autant de points de contréle que de faceties, de fagon a constituer des
systemes collocatifs & N1 inconnues. Les poinis de conirdle seront disposés aux
centres de gravité des facettes.
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3.3.2. Les problémes de radiation :

Les problémes de radiation discrétisés s'obtiennent a partir des équations (2.96)
et (2.103). Pour le probléme élémentaire de radiation correspondant au mouvement q

du corps k, aprés avoir posé :

> >
= eq. I pour g=1,2,3
- J

- (3.99) N
(e 43 A OGj) . pour q=4,5,6

il

'r’ij étant la normale au centre de gravité G; de la facette j.
Le systéme linéaire traduisant le probléme de radiation ¢%, s'écrira :

- En notation complexe :

Ny .
(3.100) 2, b D, = > c;l S,
=1 e Xy

Y, étant la surface de caréne du corps k.

- En notation réelle :

Ny
q
L (uk; D -k D¥) = D op S
Gioy { = o2
. b :
Ny
q
Z (“*j D**ij +u**j D*ij) = Z Gj S**ij
8 j=1 - jEZk

Les solutions de ces systémes seront notées :

q

_ il . q
Hpi = BFpy + 1 u*¥p
métri

Considerons un systéme présentant une symétrie par rapport au plan vertical xOz.
Ce systéme sera parfaitement défini si 'onn'en décrit qu'une moitié que nous noterons
B. L'autre moitié S sera obtenue par symétrie.




N
y
/_/ - —— - -
’\_‘/ >
5
Figure 3.2

Les coefficients d'influence pourront étre divisés en 4 blocs. Les coefficients
d'influence de la partie décrite sur elle-méme (BB), ceux de la partie décrite sur le
symétrique (BS), ceux du symétrique sur lui-méme (SS) et ceux du symétrique sur la
partie décrite (SB). Le systéme linéaire complet pourra alors s'écrire :

~ £~ N\

Dgg  Dgp||Hs Sgg Ssg || OB
(3.102) =

~

DBS DSS p’S SBS S 55

\% )
D'apres les propriétés des coefficients d'influence décrites en 3.2.10, on a :

~

Pgg = Dgg » Dgg = Dgg Spg = Sgs s Sgg = Spg

Pour certains mouvements (Cavalement, Tangage, Pilonnement ), on a 85= &,

B
et pour les autres (Embardée, Roulis, Lacet ) 6“5 = - ”B, ce qui entraine pour les
. - A A _ ~ -~ _ _N
solutions du systeme, respectivement : [t = P, et p = -}
En posant :
Derp = Dgg + Dgg 5 Dy, = Dgg - Dgg
Serr = Sps * Ss » Ser = Sgs - Ssp

Les systémes linéaires s'écrivent ;

(3.103) " B

Dgpp g = O3 Sgrr > pour q=2,4,6
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La taille des systémes linéaires a résoudre est divisée par 2. Il en est de méme du
nombre de coefficients d'influence a calculer. Plus généralement, pour un systéme
présentant P symétries, le temps de calcul des coefficients d'influence sera divisé par
P. Nous nous limiterons & 1 symétrie pour les systémes composés de plusieurs corps.

Masses d'eau ajoutées, amortissements :

Aprés résolution des problémes de radiation, les masses d'eau ajoutées et les
amortissements sont obtenus par sommation. Les masses d'eau ajoutées et les
amortissements d'indice p surle corps 1 lorsque le corps k effectue le mouvement
d'indice qsont donnés par :

*q P
My =p 2 MRk Gjﬁj
(3.104) ex
* **q p
By =p0 X iy %
ey )

7 étant l'aire de la facette j.

La résultante des forces de radiation d'indice p surle corps 1 lorsque le corps k
effectue les mouvement d'indice q est donnée par : .

6

2 * *% * ok
P Pq q L Pq qQ° & q
FR1 = 2—1' [0 M (Al cosot +A] sinwt)+oB, (A sinot -A' cosmt)]

Dans le cas d'un systéme présentant une symétrie géométrique, la sommation des
forces doit étre étendue a la partie non décrite, en tenant compte de la parité de la
composante :

P
GI.JS= G, pour p=1,3,5

(3.105) ; Jp
O =-0Op pour p=2,4,6

Lorsque le systéme est composé de plusieurs corps pouvant osciller
indépendamment, mais dont seulement certains sont décrits du fait de la symétrie, on
doit reconstituer la solution des problémes de radiation non résolus sur la partie
symeétrique. Si 1 est le corps symétrique d'un corps décrit k,ona: )

P

q q
I-LRI = }‘I'Rk * pour q:1a375
(3.106) { i
q q
| ”’Rl = - l'l'Rk ’ pour q:2?4’6

La sommation
systéeme .

sera ensuite effectuée comme précédemment sur tous les corps du
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3.3.3. Le probléme de diffraction :
Les systémes linéaires traduisant les équations intégrales du probléme de
diffraction pour une amplitude de houle unité s'écrivent :

- En notation complexe :

Ny _ Ny .
(3.107) 21 bp; Dy = > o, S;
= =1

- En notation réelle :

Ny Ny
* * ** ek * % *ok -~
g{ ( Dj Dij - Hp; Dij ) = é (0'Ij Sij - Oy, Sij )
(3.108) < JNI ;Jl
* bk o * o, LT
avec .
~ % ok aq)'I ~ . e
G, =0, +16;, = -(—=—), Mo =My +ip
L I D, = Hp .
(3.109) < ] ! ] on I ; i ;
(;)' _ -g Ch mo(Z'l'h) n-na(x CO8 ﬁ +y sin ﬁ)
(7 g
d'ou ;
- gm | |
c. = -9 [ 1 sh my(zy+h) +1 (p cos B +q sin B) ch my(z5+h) ] el my(xc; cos B +yg sin B)
i wch myh )

p, q.r étant les composantes de la normale a la facette j,x,,y, et z; étantles
coordonnees du centre de gravité G de cette facelte. :

En profondeur infinie, les expressions précédentes se simplifient, il vient :

(I)'I _ -_g ekg [z +i(x cos B +ysin )]
1))

et

t

= o [r+1(pcos P+ qsinB)] ek(’{zG“(*GCOSﬁWGSHlB)]

2

1 @
0= g
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Symétries :
Comme dans le cas du probléme de radiation, dans le cas d'une symétrie par

rapport au plan xOz, le systéme linéaire précédent s'écrit :
- (=~ ) ~ )

Dgg  Dgp | Mg Sgg Sse || OB

~ ~

Dps  Dss g Sps Sss )| g

avec :

Dgg = Dgg » Dgg = Dpg » Sgpg = Sgg » Sgg = Spg

Le probléme ne se présente cependant pas aussi simplement que dans le cas de

la radiation puisqu'il n'existe pas de relation directe entre G, et 8'5. On est alors
conduit a transformer le systéme linéaire précédent.

Celui-ci peut s'écrire :

~ ~ r~ ~

Dgp My + Dgg g = Syp Op + 545 O
Soit :

Dyg + DSB) (uB + us) = (SEB +S¢p) (GB + GS)

(E)BB 'ISSB) (g - Bg) = (§BB - §SB) (g - O)

Si I'on pose comme précédemment :

Depp = Dpg + Dgg 5 Dgpp = Dpp - Dgp

~

Scre = Sgs * Ssg > SgrL = Spe - Ssp
On pourra résoudre les deux systémes linéaires de rang moitié du systéme initial :

~ ~ —~

15 H, = 5 (c, +0.)
(3.110) CTP ¥ CTP ‘Y ™ Ys

Depp Wy = Sppe (g - Oy)

l.es inconnues le et [is seront alors obtenues par :

=(u, +1,)/2
(3.111) LjB Hirh

“’S=(M1"u2)/2




- 160 -

Nous aurons donc a résoudre deux systémes Nx N au lieu d'un systéme 2N x 2N,
ce qui divise le temps de calcul par 4 pour les méthodes de résolution dlrectes
usuelles.

For '‘excitation :
Posons
Hy = - @Y

L es forces d'excitation seront connues a partir des solutions IEDj du probléme de
diffraction. Les efforts d'indice p surle corps k seront donnés par :

ngk = -pamzz (uD + uIJ )0 A,
€
(3.112) =5k

¥k
j€Xy

of; étant défini par les formules (3.99).

Formules d ‘Haskind :

L'expression des forces d'excitation sur un‘corps' k peut étre déterminée
directement a partir de la solution des problémes de radiation par les formules

d'Haskind . Celles-ci s'écrivent .

** #* * Lt J

ngkg Pamg«g (-ny "J‘L p"RkJ Oy +p“Rk Oy ) #;
(3.113) i o -
ngk = pamz;,:( ”13°J+“Rk 0 uRk 0 ):ﬁ'-
je Ty

Ekaj étant la solution du probléeme de radiation pour le mouvement p du corps k,
of; étant toujours défini par les formules (3.99).

Dans le cas de symétries, les sommations devront s'étendre a la totalité de la
caréne, en tenant compte de la parité de oP, et de la solution des problémes de
radiation pour les corps non décrits d'aprés les formules (3.105) et (3.106).




- 161 -

3.3.4. Méthodes de résolution des systémes linéaires :

Dans le cas général, nous avons le choix entre résoudre un systéme linéaire réel
de 2N équations & 2N inconnues tel que les systémes (3.101) et (3.108) ou résoudre
un systéme complexe de N équations a N inconnues tel que les systémes (3.100) et
(3.107). Ces systémes sont des systémes pleins, non symétriques, & diagonale
principale non strictement dominante, le rang des systémes étant généralement petit
(N < 200 en général), il sera donc tout indiqué d'utiliser des méthodes directes de
résolution. Parmi les différentes méthodes, nous avons utilisé la méthode de Gauss en
deux versions utilisant toutes deux le pivot partiel par colonnes, mais en ordonnant les
calculs lors de la triangularisation et de la résolution, soit par lignes, soit par colonnes.

La méthode de lissage des fonctions par des séries tronquées d'exponentielles
employée par J.C. Daubisse nécessitant la résolution au sens des moindres carrés de
systeémes surdéterminés, nous avons aussi employé la méthode de Householder en
reel et en complexe [16].

Enfin, nous avons résolu le systéme réel a 'aide d'une méthode de décomposition
en valeurs singuliéres (S.V.D.) [16], qui permet en calculant un nombre caractéristique
du systéme a résoudre, le facteur de conditionnement, d'avoir une estimation du
conditionnement de |la matrice et du nombre de chiffres significatifs des solutions. Si C
est le facteur de conditionnement et N_ le nombre maximal de chiffres décimaux

correspondant a la représentation de la mantisse du nombre, le nombre de chiffres
significatifs Ny de la solution peut étre estimé par la formule:

Ng = N - log,,C

Toutes ces méthodes ont été essayées sur des matrices réelles (200 x 200) ou
complexes (100 x100) constituées de la fagon suivante :

Dans le cas réel ;

1 - -
éijzm pour i#j ; a;=0,5
Dans le cas complexe :
: 1
Re (ay) = -1 pour i#j ; Re(ay)=05
1
Im (a;) = 371 pour i#j ; Im(a)=05

Nous avons résolu ces systémes avec un second membre correspondant a la
somme des termes de la ligne de la matrice, ce qui correspond a une solution
théorique de 1.
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cas réel :
200
b, = 2 & solution théorique x, =1
j=1
cas complexe :
100
Re (b) = > Re (a;) solution théorique  Re (x) =1
j=1
100
Im(b) = 2 Im (2 solution théorique  Im (x,) = 1
j=1 :

Les résultats des différentes méthodes, programmées en FORTRAN 77 en simple

précision et exécutées sur un ordinateur n Vax II sont consignées dans le tableau
ci-dessous.

Rapport des tcmpJ Solution
Systéme Méthode Temps CPU par rapport la plus éloignée
4 la méthode
a résoudre s Ia plus rapide de 1
| Gauss par colonnes 11,5 1 1,000004
100 x 100 :
Complexe Gauss par lignes 13,5 1,17 1,000011
Householder 58.4 5,07 0,0906017
Gauss par celonnes 26,0 2.26 1,000010
2(;3621200 Gauss par lignes 34,8 3,02 1,000003
Householder 64,5 5,6 1,009774
VD, 481,4 41,86 0,9999167 | Cond = 192,7

On peut remarquer que, conformément aux prévisions, la résolution d'un systeme
complexe 100 x 100 est, pour une formulation identique, environ deux fois plus rapide
que celle d'un systeme réel 200 x 200.

Parmi les méthodes de Gauss, celle utilisant la triangularisation par colonnes est
 plus rapide d'environ 20 %. Ceci provient probablement du fait qu'en FORTRAN, les
tableaux sont rangés par colonnes, ce qui facilite les calculs d'adresses pour la
méthode de Gauss correspondante. Ce résultat risquerait d'étre inversé avec d'autres
langages de programmation, puisqu'en PASCAL, par exemple, les tableaux sont
rangés par lignes. La méthode de Householder est plus lengue que la méthode de
Gauss, le nombre de calculs étant théoriquement 2 fois plus élevé (2 N2M /3 pour un
systéme a4 M lignes et N colonnes au lieu de N*/3 pour la méthode de Gauss). En
complexe, les temps de calcul sont augmentés du fait que la formulation est différente,
puisque les transformations orthogonales font appel aux quantités complexes et a
leurs conjugués.

La méthode de décomposition en valeurs singuliéres (S.V.D.) permet d'avoir une
estimation du nombre de chiffres significatifs de la solution par une méthode itérative.
Un facteur de conditionnement de 192, comme dans I'exemple précédent, correspond,
en simple précision, a environ 4 chiffres significatifs sur les solutions.
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De I'examen global de ces résultals, il ressort que pour un systéme assez bien
conditionneé, fa méthode de Gauss est la plus rapide et que, du fait du petit nombre
d'opérations nécessaires, elle ne pénalise pas la précision des résultats. Il n'en serait
pas de méme si le systéme était moins bien conditionné, puisque dans ce cas, la
méthode de Householder évite la propagation des erreurs.

Nous utiliserons donc a priori la méthode de Gauss par colonnes en complexe
pour résoudre les systémes linéaires collocatifs du probléme de diffraction-radiation.
La vérification du conditionnement de la matrice sera réalisée suivant la méthode de
"contréle de bonne résolution” proposée par J.C. Daubisse en ajoutant
systématiquement un second membre constitué de la somme des termes de Ia ligne
correspondante, ce qui, par comparaison avec la solution théorique unité donnera une
estimation empirique de la confiance que I'on peut avoir dans les résultats. Dans le cas
ol la solution numérique s'écarte de I'unité de plus de 10* en simple précision, il sera
prudent de reprendre la résolution du systéme par une méthode de Householder
complexe.

Les systémes surdéterminés seront résolus avec la méthode de Householder au
sens des moindres carrés, tandis que [a méthode du S.V.D. servira a mettre en
évidence les propriétés de conditionnement de certains systémes linéaires.

3.4. EQUATIONS DU MOUVEMENT :

Pour calculer les mouvements des corps, il suffit de résoudre le systéme complexe
6N x 6N : (2.135) ou le systéme réel 12N x 12N : (2.136).

Les inerties et les centres de gravité des corps sont des données mécaniques ne

dépendant pas de la géométrie des carénes, les seuls termes restant a calculer sont
les coefficients de rappel hydrostatique linéaires des flotteurs discrétisés.

3.4.1. Caractéristiques hydrostatiques d'un flotteur discrétisé :

Supposons un flotteur en équiiibre discrétisé en N facettes, chacune d'elle ayant
une surface A;, un centre de gravité Gj (ij,ij, sz), une normale 'ﬁ'(pj » G5 rj) et étant

constituée de m cbtés. Si I'on calcule les mouvements par rapport a un point
O(x,,y,.z,), On peut déterminer les principales caractéristiques hydrostatiques de la

carene par les formules suivantes :

- Surface mouillée :

Ny
G114 S =2 A
j=1
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- Volume de caréne :

Ny
(3.115) V = ]§=L1 A 1 7

- Centre de caréne (centre de gravité du volume immergé) :

r 1 Nl
T~
3.116) 1 - A 1z
Ye vV st it Gj ij
I o
TV E Ai 4 Yo 7,

- Surface de flottaison :

R
GUD Sp=7 L X Ou+d) G- x)
Ml_*_lMIET
La double sommation ne concernant que les c6tés M, ; M, des facettes j
"appartenant au contour de flottaison T

Si, pour un segment M, ; M; appartenant au contour de flottaison T tel que
[X141-X3t > t, Onpose:

. = (Va1 - 90
Xt %) _
b = (y1-yp) -2 (- %)
Up= x;-%
(3.118) - Vi = x,y-%
X, = V- U
2
X,= V- U;
3 .3
Xy= Vi -4
4
L X, = Vi -Up

On peut déterminer les coefficients de rappel hydrostatique Sij définis par (1.95)
a l'aide des formules :




m X X X
2 1
s34_pg§,1 % (@ =+2abr+b" =)
My MeT
Ny m
X, X
3 2
(3.119) S35='"'Pg_21 12'1 (@ 5 +b—)
My iMel
1w X, X, ,X,
345“*'13221 121 (az“g"-z b sz)
= =
My Mel’
1 i & X4 X3
R = — 2 @+ b)
V _I=1 =1 4 3
My Mel
Ny m
1 X, X, X, X,
- 3= 2, 2= 3 2
ey X :2:41 (@ 327 b 3267 = +b’ )
My MeT

R et r étant respectivement les grand et petit. rayons métacentriques. Si I'on
appelle G (X, Y.Z) le centre de gravité du flotteur, on a de plus :

[ Sy3 = Sy
Ss3 = S35
Ss4 = Sys
(3.120) - Sy = P ES;
Su=pgVIir+t(z,-Zy]
[ Sss = pg VIR+(z -Z5) ]

Le centre de gravité de la surface de flottaison est donné par :

S35
XF = XO - “S""F—

(3.121)

S
34

Dans le cas d'un corps syméatrique par rapport au plan x0z, on utilise les formules
(3.114) & (3.119) avec Ny egal au nombre de facettes de la partie décrite, les

coefficients sur la caréne compléte seront obtenus en multipliant par 2 : S, x_,z ,S..S:5V,

¢ et
R, r et en annulant y_, S4,, S4s. On peut ensuite appliquer les formules (3.120) pour
obtenir les autres coefficients.
Toutes les caractéristiques hydrostatiques du flotteur discrétisé sont alors connues
et I'on peut résoudre les équations du mouvement du flotteur.
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3.4.2. Calcul deé mouvements :
Les mouvements sont obtenus en résolvant les systemes linéaires suivants :
- En notation complexe :
4

C,l 2 P4 P q

6 N 6 5
2 szMki A‘k = Fex-

p=1 k=1 p=1 t

Cﬂll

6
(3.122) - 21\71
p:

- En notation réelle :

IQ
0\

Mp (Aq cos Mt + Aq sin ot ) + z S ? Ccos ot + A?**sin ox )
=1

N 5 _mq
(3.123)
-2 ZIka (AP cos ot + AP sin wt) + ©B,; (AF sin ot - AP cos wt )
k=1 p=1
= a (F' _cos ot + F’q _ sinot)
ou :
N est le nombre de corps du systéme.
|
A, Aq + i A,q représente 'amplitude complexe du mouvement g du corps i.
ﬁipq est la matrice des inerties du corps i.
_§_qu est la matrice des coefficients hydrostatiques du corps i.
MP%,  estla matrice des masses d'eau ajoutéés'du corps i pour les mouvements
. du corps k
Br,  est la matrice des coefficients d'amortissement du corps i pour les

o mouvements du corps k
1 — Vo : Vakeok
aFexi" a (F exi +1F exi)
est la force d'excitation sur le corps i pour une houle d'amplitude a.

Le systéme linéaire (3.122) est un systéme 6N x 6N qui est résolu par la méthode
de triangularisation de Gauss en complexe comme indiqué au paragraphe 3.3.4.

Dans le cas oU le contréle de bonne résolution s'écarte de plus de 104 de la
solution théorique, ce qui peut arriver dans le cas des mouvements du fait de l'ordre de
grandeur des coefficients et du conditionnement de la matrice, on résout le systéme
réel 12N x 12N (3.123) en double précision.

3.4.3. Calcul des pressions hydrodynamiques :

Une fois connus les mouvements des corps, on peut calculer les pressions
hydrodynamiques sur chaque facette des flotteurs, & condition d'avoir au préalable
résolu les équations linéaires du probléme de diffraction. On a :
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@t

p=Re(p ¢'®") = p coswt+p sin ot

avec .

(3.124) ;)m ip(!)(D=p*+i])**
N 6 .4 q

=—ipwla (F'Ij + Wpy + k2:1 21 uRkj A ]
=1 g=

~~

Les amplitudes qu =a K'qk sont proportionnelles a I'amplitude de la houle. Si I'on
a résolu les équations du mouvement pour une amplitude unité, on peut écrire :

- - ‘N 6 .9 g
(3.125) p=-ipaw[ (W +Hup)+ kZI Zl My, A ]
= q:

ou ﬁqujest la solution du probléme de radiation pour le mouvement q du corps k,

Hp; est la solution du probléme de diffraction et i = - $‘Ij représente linfluence de la
houle incidente.

Les pressions hydrodynamiques, intégrées sur un ensemble de facetites,
permettent d'accéder aux efforis partiels sur la structure et peuvent constituer les
entrées d'un programme de calcul de structure .

Dans le cas d'un systéeme symétrique, les pressions devront étre calculées sur la
partie décrite et son symétrique en tenant compte de la solution des problémes de
radiation sur les corps non décrits, d'aprés les formules (3.106),(3.109) et (3.111).

3.5. CALCUL DES EFFORTS DE DERIVE PAR LA FORMULATION DE
MARUO-NEWMAN :

La résultante des efforts horizontaux et le moment résultant d'axe vertical sur
I'ensemble des corps peuvent étre obtenus lorsqu'on a résolu les problémes de
radiation, le probléeme de diffraction et [es équations du mouvement.

Les deux forces horizontales et le moment d'axe vertical sont donnés par les
formules (2.170) et (2.176) du paragraphe 2.9.3.

. - . . o X
Si I'on appelle F la résultante des forces horizontales et M le moment résultant
d'axe vettical, on a :
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> > >
) F=F+Fq
- - 5

avec:
>

¢ Fi=-2mapo Im[H*(B)+iH**(B)](_i>xcos[3+-i>; sin B)

‘ w2
. ( h)2 . __** . .
d) F>S=-8np H;Oko > Im| H(@®H (9)(i>xcosﬁ+i>ysine)d6
k [(myh)*- (kh)*+ koh 1
-2
[ - am . .
e) MI=27cpHRe [H*(B) +1 H**(B) ]
0
w2

(koh)?

(3.126) i) Mg=4mp [ E™(0) H¥(©) - F*(8) EL**(8) ] dO

h [(mgh)? - (ph)” + kg ]

—T/2
o) = fie
) H(8) = — H(6)
Lg de
o ﬁg _-1 R Chmo(zl'i'h) - img(x' cos 8 +y' sin 0) 4SO
) ( ) = E (G+ p' aHM-) Sh m()h € ( )

z

~ 8 .a > a<1>'1
) o qz=1 Veg-n-a—=—
. - N 6 .9 g
D =app 2 2 e A
k=1 g=1
.4 q
Vg, €t A, étant respectivement la vitesse et 'amplitude complexe du

mouvement q du corps k

Compte tenu des résuliats obtenus précédemment, on peut expliciter ces formules.
Il faut tout d'abord déterminer les densités de singularités cinématiquement
équivalentes aux carénes en mouvement dans le cas de la distribution mixte de Green.

Sur la facette j appartenant au corps i, de centre de gravité G, (Xgj» Yo » Zg;) et de
normale E{j (p;»q;,1) ona:

~ 6
G.=a {—imZA‘t} 0314-
(3.127) j = @ ch mgh

m
[ T; sh mO(sz+ h) +

img (xq. cos p+yqg. sind)
i(pj cosB+qj sin B ) ch mO(ZGj+h)]3 ! !

et
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~ - N 6 .4
(3128) po=alpp+ 2 2 fp A% ]
k=1 g=1 ]
q - >
O, = e,. N, pour g=1,2,3
(3.129) . .
q = — -
c, = (eq_3" OGj). n;  pour q=4,5,6

En posant sur {a facette j :

_ JJ ch my, {(z' +h) N i mg (x' cos 0 + y' sin 6) SOV
sh mgh

w1

i
%
et

]5. - d ch mg (z' +h) e- img (x' cos 8 +y' sin 9) dS(M)
i dnye  shmgh

5
La fonction de Kochin H (6) s'écrit :
o N =~ =
(3.130) H®) = 2 (6;S; + b, D))

i=1

En utilisant les résultats du paragraphe V de l'annexe 6 , on peut intégrer

analytiguement §j et ]")'j sur la facette j composée de m c6tés de sommets M, (x,,y,.7,)-

Posons : {=m;[z -i(x'cos 0 +y'sin®)], S; peut se mettre sous la forme :

1 m()[(z'+h)—i(x‘c059+y'sin9)]+ -mg [ (2'+h) +i (x' cos 8 +y' sin 9) ]
~ c [+
Si= 7|1 shmgh ) ASOM)
5
soit
o _ ¢ d t -4 my -€ 1
Sj = Z_M_Shmoh l e’ dS(M") + e e - dSM") ]
5 s

j i
ol la barre désigne le complexe conjugué.

On applique alors directement les résultats de l'annexe 6 et il vient :
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mph m

~r e "2m_0}1 ——

a) S_] “m kzz,l [KkMk+e KkI"k }
avec .

b) Ky = (Kepq - %) (q_; -1 I $in 0) - (Y1 - ¥i) (pj - irj cos 6)

e§k+1_cck
M =——— pour 1§, - 1>t
c) 3 S~ G
| S 6
Mk=-i—(ck+l+ e ) pour L -C 1<t
d) § =mylz -i(x.cos0+y,sin6)]
(3.131)
c'§k+1_e'§k
Ly=— pour 1§ -C 1>t
e) 9 Cesr ~ Gk

-1 & -G
\ Lkz~2—(ek+l+c Ky pour 1 - 1<t

et de méme pour D;:

i 2mgh
g _ - 1¢ -Zmyy
f) D_] = m kEﬂ[XkMk-l-e XkLk ]

by

g X, = (X y-%) sin0-(y, o ¥,) cos©

On peut procéder de méme pour la dérivée par rapport & 9 de la fonction de
Kochin :

He = Yae
de

~ ~ ~

N ~ ~
(3.132) H@®) = 21 (0;§; + p,D;)
J:

Il suffit de dériver les formules précédentes par rapport a 6 , il vient :




- 171 -

S Y [ M, +E M +67 @ L 4R, L
) S = 5y shmn k=1[( kMt KMy +e 7 KLy + K Ly ]
et
N . mgh m - -
* -1 € . . -2m0h - - - s -
3133) |B) D= 2 (X MM +e 0 (K L+X, 1]
Tshmgn &

avec :
c) Ky = -if[(Xgy-%) cos 0+ (¥ -y sin0]

d Xy = (Xq-%) co80+ (Y, -y sin0

Y , . G . g
M, = { (€, ,-C)imy[(x;,,sin0 -y, cosO)e L (%, sinB@-y, cosB) e g
Gor G . , 1
(eMe™) img [(xy,q 510 0 - ., 1005 6) - (x50 0 - y,cos B)] } ——nes
(Ck+1- Ck)
) 1
pour 1§ .-G I>t
o i
M, = —;—19 [(%,,,8in 6 - y, ,,c08 6) eck“-i- (x,5in 6 - y,cos ) egk 1
pour 1§ .-G 1<t

r !
.

L={- (i;kH- (‘;k) img [(x,,, sin 0 -y, cos ) e Ck“- (%, 8in B - y, cos 6) e gk]
1
(Ck+1— ck)z

pour 1§ - 1>t

© Sice1 N Ck) im, [(x,,, 5in0 -y, ,,cos 0) - (x,8in 0 - y,cos 0)] }

s imy , o . S
L = - (%4150 0 -y, c08 B) e +(x,8in 0 -y, cos0)e |

| pour ¢ ,-& <t

Sous cette forme, les termes FI et I\_EI s'explicitent immédiatement a partir de la
fonction de Kochin intégrée sur les facettes. Les termes Fg et ﬁs se présentent sous la

forme d'une intégrale en 6 de -w/2 a w2 du méme type que celle rencontrée lors de
I'intégration numérique des coefficients d'influence. L'intégration sera donc effectuée
numériquement suivant les critéres définis au paragraphe 3.2.9.

Dans le cas d'un systéme présentant une symétrie par rapport au plan vertical xOz,
il faut considérer les densités de singularités équivalentes & et [L sur tout le systéme
(partie décrite et partie symétrique) puisque la houle, ainsi que les mouvements
d'éventuels corps non décrits ne sont pas obligatcirement symétriques. Les densités
de singularités sur la partie non décrite seront multipliées par les fonctions de Kochin
sur la partie symétrique, obtenues en changeant y en -y dans les formules
(3.131,b,c,d,e,g) et (3.133,c,d,e,f) et en changeant le signe devant la sommation de 1
am des formules (3.131,a,f) et (3.132,a,b) puisque la symétrie change le sens de
rotation positif par rapport a la normale extérieure sur les facettes (cette méthode
revient & changer y, en -y, et y ., en -y, ce qui conserve le sens de rotation positif
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par rapport a la normale extérieure) .

3.6. CALCUL DES EFFORTS DE DERIVE PAR INTEGRATION DES
PRESSIONS :

Reprenons les résultats du paragraphe 2.9.2. concernant les efforts de dérive par
intégration des pressions. Les formules donnant les efforts de dérive sur le corps i

s'écrivent :
92 92 6 0 0 0
- - xi "% Yi % g >
"<6AF Mt S =3 % -5y, 3 S 1 Ly
(3.134)
1 > g —= = PgE
+p|] [= (grad([)) +PP=a—grad¢ +F,1ndS-=| ¢z ndl>
{ % T,
S o e> s 6. +9y1 s 6,0, s 0.0,
©)=< ! —f“ZF'iMT+i45 7 1 iy
2
ex_ +0, 0, ezi 9x. ez_ .
i i i i 4 -
(3.135) +[S, —5— 7 - 5, + S ] i,
1 el > pg >
+pl] [+ (grad¢)+P0 —gradq)+F ]OP"n dS-T (AS OPO’\n dr>
hX) I

O" étant un point lie a la caréne X, le transport en un point O fixe se faisant par :

(3.136) ifii (O) =

>

—> ' -
M; (O) +< TN FMi>

Dans ces formules, les notations sont les suivantes :

Fyg et My;

~
o
-y

(e~
-

ipq

1
F, =

représentent les forces et les moments d'inertie sur le corps i, ce

qui permet de tenir compte directement de l'influence des efforts de
liaison éventuels.
est la cote du point de calcul des efforts (O ou O')

sont les translations et les rotations autour du pointOdu corps i

est le déplacement du point du corps situ¢ initialement en P,

est la matrice des coefficients hydrostatiques du corps i
m, 2>
est la constante de I'équation de Lagrange.

{ etZ

4 sh moh ch moh

sont respectivement les hauteurs de vagues et les déplacements a
la flottaison T" du corps i
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Le symbole < > désignant la valeur moyenne temporelle.

Pour poursuivre plus loin des developpements, nous allons étudier la contribution
des différents termes.

Posons :
[ 1 ro
-> 1 — 5 >
F. =<p 5 (grad¢) 1 nds>
JJE’
(3.137) - '
1 ((
-—> 1 —_— n. T ->
M. = <p [—Z-(grad¢)](OP0An)dS>
.J.Jzi
o
o2 —> —> 0 -
F. =<p PyP gradé-t- n dS >
.J.,JE.
(3.138) < '
2 Ny
== —> —>0 —> >
M, = <p P,P gradﬁ (OP,~An) dS>
./.,Zi
-3 - s
F, =< Gi’\ Fu. >
(3.139) <« '
_>3 -
Mi = < BiAMMi>
' 4 f‘
—> - >
F, =<_‘%—g (L-Z) ndS>
.)1-.1
(3.140) -
R
—>4 -pg 2 — >
M, =<T (£-Z) (OPy~An) dS>
L Jr'l
5 4] 1 +0 ' BYi BZi BXI BZI .
Fi=< Sy % Sy 3 s T2 7 lz
2 2
(3.141) | EZ5 i < (3Xi+'é)zi . Gyi OZi GXi OZi >
N N T 45 2 x
0 +6 6 6 6.9
X Vi I Xj % ->
t< Siss 2 Zp -8145 2 Si55 2 ly
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6 >
(3.142) M; =< TAFy>

>
F, =<p || F, ndS>
v, Zi
.

— >
M. =<p Fy, (OPy~n) dS>

(3.143) o

o
{ %

Ces termes représentant les différents efforts du second ordre auxquels est soumis
la caréme ..

Les termes 1 et 7 sont de méme signe, et de signe contraire au terme 4, les autres
étant a priori de signe quelconque.

La constante de Lagrange qui intervient dans le terme 7 représente la contribution
de la houle incidente du second ordre aux efforts de dérive. Ce terme est nul en
orofondeur infinie ou si I'on ne considére que la houle incidente du premier ordre. Sa
contribution n'apparait que pour une houle incidente du second ordre en profondeur
faible, proportionellement & a?/h, pour la force verticale et les moments de roulis et de
tangage.

Les problémes hydrodynamiques que nous avons résolus jusqu'a présent ne
permettent pas de connaitre tous les termes intervenant dans les équations
précédentes.Les termes qui n'ont pas encore été calculés sont les hauteurs de vagues
a la flottaison et les vitesses aux points de contrdle sur la caréne.

Le calcul des hauteurs de vagues a la flottaison ne présente aucune difficulté, il
s'agit seulement de calculer les pressions, donc les potentiels a ia flottaison, ce qui
sera réalisé a l'aide de coefficients d'influence suppiémentaires.

Le calcul des vitesses présente une difficulié lorsqu'on utilise une distribution
mixte de Green. Les coefficients d'influence a calculer sont ceux correspondant aux
vitesses de sources et aux vitesses de doublets normaux. Ces derniers coefficients,
bien que théoriquement et numériquement bien définis, par exemple a l'aide des
formules de paragraphe IV de 'annexe 6, introduisent des erreurs dans le calcul des
vitesses.

Pour metire en évidence ces erreurs, nous avons recalculé les vitesses normales
sur les facettes a l'aide des formules donnant les vitesses de sources et de doublets
normaux, pour le probléme de radiation en milieu infini pour une sphére discrétisée en
72 facettes sur la moitié. Les résultats ont montré une erreur de l'ordre de 10% sur la
vitesse normale & la paroi . Par ailleurs, si 'on compare les vitesses tangentielles de la
distribution mixie a celles obtenues par une distribution de sources, 'écart est de
l'ordre de 30%. Ces résultats ont été confirmés pour le probléme de diffraction-radiation
en présence d'une surface libre pour une discrétisation de 6 facettes par longueur
d'onde[82][23] . Ces imprécisions sont trés génantes pour le calcul des efforts de
dérive puisque les vitesses n'interviennent pas au méme ordre dans les différents




- 175 -

termes, qui eux-mémespeuvent &tre de signes différents, ce qui entraine que les
erreurs s'additionnent. Pour obtenir les viiesses de doublets avec une meilleure
précision, il serait sans doute nécessaire de connaitre les variations du potentiel par
rapport aux variables d'espace sur les facettes, ce qui permetirait de prendre en
compte les dérivées des distributions.

Diverses possibilités existent pour résoudre ce probléme, par exemple en
recourant a des techniques de lissage de surface. Néanmoins, il ne faut pas oublier
que quelle gue soit la précision du calcul des vitesses de doublets normaux, il est
nécessaire de calculer les coefficients d'influence des vitesses de sources.

Dés lors, il est facile de chercher la distribution de sources cinématiquement
équivalente aux carénes en mouvement en résolvant un systéme linéaire
supplémentaire défini par :

Ny . ; N a;rl
(3.144) E{ 0K = Vi . =

LY -> " 1] - * by -~
ol V' est la vitesse complexe des points i des carenes du systéme et aqg/an la
vitesse normale complexe pour une houle incidente d'amplitude unitée.

Une fois connues les densités de sources, les vitesses dans le fluide s'obtiendront
par sommation & partir des formules (2.75) en ajoutant les vitesses dues a la houle
incidente :

~ N N. N N
> S A - ANLL L L) B
(3.145) Vi=j=1 GJ(VSXIJ lx+vsyij 1y+VsZij 12)+T}X— 1X+W 1y+—'§£- 12.

~ v

Les coefficients V Vgij
(3.84).

V,,; étant définis & partir des formules (3.34) ou

sxij ?

La hauteur de.vaguesa la flottaison s'obtiendra de méme par sommation des
coefficients d'influence des potentiels de sources en des points situés au voisinage de
la ligne de flottaison a laquelle on ajoutera la hauteur de la houle incidente:

N
146) h = -io® El, Y
(3.146) 1{_-1?[11=1 o, S+, |

Seule reste a déterminer la position des points de calcul de la hauteur de vagues
a la flottaison. Les formules employées n'étant pas définies sur la ligne de flottaison,
nous nous placerons au voisinage de celle-ci.

Des essais systématiques ont montré que la hauteur de vagues rapportée a
amplitude de la houle a était connue avec une précision de 103 si I'on choisissait un
point de contrble situé a une immersion relative z/a de 102, la verticale de ce point
coupant le plan de la surface libre en un point situé a une distance d/a = 102 sur la
normale extérieure au milieu du segment de flottaison.

Maintenant, toutes les grandeurs permettant de calculer les efforts de dérive par
intégration des pressions sont connues. Les intégrales doubles seront calculées par
sommation en multipliant les grandeurs calculées au centre de gravité de la facette par
I'aire de celle-ci, les intégrales simples en multipliant les quantités calculées au point
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de contréle par la longueur du segment.

On a donc finalement :

;

>l p > > >
By =7 & Vi V0
€L
(3.147) 4
>t p > >
M, = — V. V. (O G"n)*
4 i
L €y
2 _~> — =
- > -
F, =%Z (t,+6,10G,)(®V,)n#
€Y
(3.148) - !
._.> ~
32 (t, +e ’\OG )(10)V )(OG’\n A,
L €3
-3 1 ; —> H>
'F, m—-g-:e ’\[m (P T, +T9)]
(3.149)
_>3 l :;' 2 = - — :;
\ M, = 5 6. Ao (T, 7, +1,0)]
>t pg
Fy= 2 (- Z) (b, - Z)n L,
L
lel"i
(3.150) <
4
> -
M =28 (y-2) (hy-2Z) OF A 1)L,
jeX;
lel"i
5 o ~ : ~ : =
s 1
a5 Fi=7085,,0,0,+0,8, )2 -5,8.8, +5,0,0, ]
5 ~- T o~ = ~ = Do =
> 1
M :7@“[ Si34 (GXiBXi+ elieZi)ZF i Si44 Yiezi * Sietsexlezi]
Sips 0,0,+6,8, )zp -8, 0 6, +5,.6.6 1]




6 - y = > _ >

1
(3.152) M. = 5 T Ao (P T, +T;0)]

l*“I

SN
ieX;

(3.153) <

--.I

2 F , (0G, ~ n A,
€3

Nl-o

\

ou V désigne la vitesse du point G,, centre de gravité de la facette j de
normale n et d'aire ﬂ P T et I sont les sous -matrices composant [a matrice des
inerties du corps i, h est la hauteur de vagues au peoint P, de la flottaison, dont le
déplacement vertical au cours du mouvement est Z, , la longueur du segment 1de la
ligne de flottaison est L, , et F, est la constante de I'équation de Lagrange.

Symétries ;

Dans le cas d'un systéme présentant une symeétrie par rapport au plan vertical x0z,
on utilise le méme principe que pour le probléme de diffraction. On résoudra donc
deux systémes de rang moitié constitués de la fagon suivante :

o~
~

(3.154) Kepp O, = S+

L
=)
7

~

(3.155)  Kgar O, = Spp - Sms

~

ou .

~r

L'indice B désignant la partie décrite et I'indice S son symétrique. Les vitesses V',

sont les vitesses des points i des carénes appartenant a la partie décrite et au
symétrique.
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On en déduit les sources sur la partie décrite :

- 0'1+0'2

(3.156) of = (—5—)
et sur la partie symétrique :

- O

3.15D o = (

-0

1 2

2 )

Tous les calculs peuvent étre poursuivis comme dans le cas ou il n'y a pas de
symétrie en reconstituant les grandeurs inconnues sur la partie symétrique a partir de
celles calculées sur la partie décrite.

Pour un corps iappartenant a un ensemble de corps, les efforts de dérive
s'écrivent :

-> -~>2 —>4 —->5 —>

- -
(3.158) F,=F;+ F; + F, + F, + F, + F,

1

Les moments par rapport & un point mobile O' sont donnés par :

—> . —> - —>3 —>4 — -
(3159 M;(©O)=M;+M, + M, + M, + M, + M,

Ces moments se transportant en un point O fixe par :

— —> —>6
(3.160) M, (0) = M, (O) + M,

On peut remarqguer que l'avantage principal de cette formulation est gu'elle donne
tous les efforts sur chaque corps d'un systéme et non pas deux forces et un moment
comme dans le cas des formules de Maruo-Newman.

Le fait d'avoir reformulé le probléme en termes de singularités de type sources
nous a permis d'obtenir une bonne précision sur le calcul des vitesses, tout en
gagnant du temps par rapport a un calcul par une distribution mixte, puisque le temps
de résolution du systéme supplémentaire est inférieur au temps de calcul des
coefficients dinfluence des vitesses de doublets normaux.

Pour conclure, nous calculerons donc les efforts du second ordre par cette
méthode, les formules de Maruo-Newman nous servant pour contrdler la qualité des
résultats obtenus sur les résultantes des forces horizontales et sur le moment vertical
résultant.
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3.7. CALCUL DE LA CINEMATIQUE DANS LE FLUIDE :

Lors du calcul des forces de dérive par intégration des pressions, nous avons été
amenés a calculer les densités de sources cinématiquement équivalenies aux
carénes. Il est alors possible de connaitre la cinématique dans tout le fluide en
recalculant, pour chaque point ou I'on désire la vitesse et les pressions, les coefficients
d'influence cotrespondant. Les vitesses dans le fluide au point k seront données par :

~ N X

v 2[ . (v T4V 14V > 001 > 90T > O >

V, = a G, L1+ i+, i) 1 b —— i+ —— 1
k [ o Y sy kj X Sy kj y 54 kj z) ox X ay y oz z]

et les pressions par :

~

Ny -
a -
h =-ico—-[20.S_+ ]
k g =1 ! 5 q)Ik
3}. étant la distribution de sources cinématiguement équivalente aux carénes.

3.8. ORGANISATION DU CODE AQUADYN :

3.8.1. Généralités sur les programmes de calcul :

Un code de calcul appelé AQUADYN, fondé sur la théorie et les développements
numériques décrits précédemment a été congu et réalisé depuis 1976 par P. Guével,
G. Delhommeau et J.C. Daubisse. Ce code permet d'obtenir la réponse d'un ensemble
de structures fixes ou mobiles sollicitées.par une houle cylindrique du premier ordre en
profondeur infinie ou en profondeur finie uniforme.

Il se compose d'un ensemble de 36 programmes principaux,faisant appel a une
biblicthéque commune de 51 sous-programmes, qui peuvent étre enchainés en
fonction du probléme a traiter, les résultats intermédiaires étant stockés dans des
fichiers séquentiels. Le langage de programmation utilisé est le FORTRAN norme
ANSI 77. L'ensemble des programmes représente 13285 instructions.

Ces programmes résolvent les problémes de diffraction et de radiation en
profondeur infinie ou finie uniforme dans les cas suivants :

- 1 ou plusieurs corps, 0 ou 1 symétrie par rapport au plan x0z.
- 1 corps, 2 symétries par rapport aux plans x0z et yOz.

Les mouvements peuvent étre calculés pour un seul corps (2 symétries) ou
plusieurs corps (0 ou 1 symsétrie) relies par des liaisons élastiques et des
amortissements linéaires.

Les efforts de dérive sont calculés par les formules de Maruo-Newman. Dans le
cas d'un ensemble de corps avec 0 ou 1 symétrie, ces efforts peuvent étre calculés par
intégration des pressions, on peut ensuite en déduire la cinématique dans tout le
fluide.
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Les principales étapes du développement de ce code ont été les suivantes :

- 1976 : Résolution du probléme de diffraction-radiation et calcul des
mouvements pour un seul corps en profondeur infinie [49].

- 1979 : Extension au cas d'un systéme composé de plusieurs corps [83].

- 1981 . Extension au cas de la profondeur finie uniforme [15].

- 1982 : Calcul des efforts de dérive par les formules de Maruo-Newman [57].

- 1983 : Caleul des efforts de dérive sur un ensemble de corps par intégration
des pressions. Cinématique dans le fluide [23].

Ce code est actuellement utilisé par plus de 10 organismes et sociétés francaises
et étrangéres travaillant dans les domaines du génie océanique et pétrolier.

3.8.2. Dénomination des programmes de calcul et description sommaire :

* Les noms des programmes de calcul comportent au minimum 4 variables.

*

Les trois premieres lettres constituent la racine du nom du programme et
indiquent la tAche effectuée par le programme.

* La quatriéeme variable indique la configuration du systéme. Elle peut
prendre trois valeurs : ‘

G : 1 ou plusieurs corps, 0 ou 1 symétrie

2 : 1corps, 2 symétries

V : 1 ou plusieurs corps, 0 ou 1 symétrie, calcul possible du torseur
complet des efforts de dérive et de la cinématique dans le fuide.

* Racines des noms de programmes :

- DEC Lecture des données du calcul et du découpage en numérotation
naturelle (annexe 5).

- LEC Lecture des données du calcul, numéros et coordonnées des
points suivant les conventions de Hess et Smith (annexe 5).

- TRA Verification des données par tracé de la caréne.

- GOM Caractéristiques géométriques des facettes représentant la
caréne (annexe 5)

- HYD Calcul de la matrice des coefficients hydrostatiques de la caréne
et calcul approché de la matrice des inerties en supposant que la
masse du flotteur est répartie uniformément sur la surface de
caréne.
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Calcul des coefficients d'influence pour une période de houle et
une profondeur donnée a partir des résultats du paragraphe 3.2,

sans utiliser les formulations asymptotiques pour les termes :
2 2 2 2 2

o Dy o Voo Vg 8t Y,

s

X F4

Formulation asymptotique des coefficients d'influence en
profondeur infinie lorsque la période tend vers zéro ou vers linfini
(paragraphe 2.2.4).

Changement du point de calcul des efforts.

Calcul des singularités des problémes de radiation
(paragraphe 3.3.2.)

Calcul des masses d'eau ajoutées et des coefficients

d'amortissement (paragraphe 3.3.2).

Calcul des efforts de diffraction par les formules de Froude-
Krylov (paragraphe 3.3.3. termes en L' des formules 3.112).

Calcul des singularités du probléme de diffraction et des efforts
de diffraction par intégration des pressions (paragraphe 3.3.3
formules 3.112)

Calcul des efforts de diffraction & partir des singularités des
problémes de radiation par le théoréme d'Haskind
(paragraphe 3.3.3 formules 3.113)

Calcul des mouvements (DMOU en double précision)
(paragraphe 3.4).

Calcul des efforts de dérive par les formules de Maruo-
Newman (paragraphe 3.5).

Calcul des efforts de dérive par intégration des pressions
(paragraphe 3.6.).

Calcul de la cinématique dans le fluide (paragraphe 3.7).
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3.8.3. Organigramme de fonctionnement :

L'organigramme d'utilisation du code AQUADYN est le suivant :

coaG | Y [Coav ] ——————-

Lecture des données
et
constitution du maillage

Visualisation du maillage

Caractéristiques
géométriques
des facettes

Efforts hydrostatiques
et
estimation des inerties

Coef. d'influence pour le calcul
des potentiels seuls (COPG) ou des
potentiels et des vitesses (COPV)
(nécessaires pour l'estimation des
efforts de dérive verticaux)

Sclution asymptotique de
COPG et COPV pour
T=0o0ou T-=e

Changement des coordonnées
du point de réduction
des efforts

Résolution du probléme de radiation
et
calcul des masses ajoutées

Calcul des efforts de Froude-Krylov
(KRYG) et de diffraction par le
théoréme d4'Haskind (HASG) ou
1'intégration des pressions (PREG)
(nécessaire pour DERG)

Calcul des mouvements
: en
simple et double précision

Calcul des efforts de dérive
formulation de Maruo—Newman
{3 composantes horizontales)

Calcul des efforts de dérive
par intégration des pressions
(6 composantes)

Calcul de la cinématique
dans le fluide

Des exemples d'exploitation de ces programmes, ainsi que des tests numériques
seront montrés dans le chapitre suivant.
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3.8.4. Temps de calcul :

Les parameétres permettant d'estimer les temps de calcul pour un nombre de
facettes suffisamment faible pour que I'on puisse négliger les temps de résolution des
systémes linéaires par rapport au temps de calcul des coefficients d'influence (moins
de 200 facettes environ) sont indiqués ci-dessous :

T période de la houle en secondes

L : plus grande distance horizontale de deux points du systéme
N, : nombre de facettes sur la partie décrite
N

r - nombre de faceties de la partie décrite ayant un c6té dans le plan de

~ la surface libre 4121
N, : nombre de points d'intégration en 6, fonction de Ko = -—3
pour : g T
K, < 04 Ny= 8
04 < Ky s 2,5 Ng =12
2,5 < K, < 4 Ny = 16
4 < Ky< 8 Ny =24
§ < K,< 25 Ny =32
K, > 25 Ny =51
Si l'on pose :

N, = N, +Np sil'on souhaite calculer les efforts de dérive par intégration des
pressions et

N, = N, dansle cas contraire

et
I =1 en profondeur infinie.
I =4 en profondeur finie.

L es temps de calcul peuvent étre estimé par :

T = CN,N,NyI pour 0 symétrie
T = 2CN NNyl pour 1 symétrie
T = 4CN NNyl pour 2 symétries

C étant une constante dépendant de l'ordinateur utilisé {de I'ordre de 6 ms pour un
VAX 11-750).

Pour un nombre de facettes supérieur a 200, il faut tenir compte du temps de
résolution des systémes linéaires proportionnel & N3,.
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Chapitre 4 : RESULTATS NUMERIQUES
INTRODUCTION :

Le code AQUADYN a été largement utilisé en pratique pour le calcul du
comportement de structures allant de la plate-forme semi-submersible au chalutier. Les
résultats du code ont été comparés a ceux d'autres codes et aux expériences dans le
cadre des tests internationaux organisés par I'A.R.A.E. (Association de Recherche
Action des Eléments) en 1977 [107] pour des corps de géométrie simple, I'.T.T.C.
(International Towing Tank Conference) en 1984 [108] pour une plate-forme
semi-submersible et I'.S.8.C. (International Ship and Offshore Structures Congress)
en 1985 [28] pour une plate-forme a lignes tendues.

Dans ce chapitre, nous allons présenter des exemples significatifs illustrant les
différentes possibilités du code, ses limites et les développements futurs.

Nous étudierons d'abord, en profondeur infinie, l'influence de la discrétisation sur
la convergence des résultats dans le cas d'un corps test, le caisson D.N.V. Nous
comparerons ensuite les résultats obtenus pour le probleme de la diffraction de la
houle par un pieu cylindrique en profondeur finie uniforme aux formules analytiques.
Nous nous intéresserons ensuite aux efforts de dérive dans le cas d'une demi-sphére
et d'un systéme de deux demi-sphéres interagissant entre elles en profondeur infinie,
puis pour la barge N.S.M.B. en profondeur finie uniforme.

Les propriétés théoriques de symétrie des coefficients hydrodynamiques et
d'identité des formulations des efforts de diffraction seront vérifiées dans des cas
particuliers. Nous montrerons sur un exemple comment localiser les résonances et les
extinctions des mouvements.

Nous aborderons ensuite le probléme des fréquences irrégulieres en les
localisant, en montrant leurs conséquences, puis en les éliminant.

Nous proposerons enfin des améliorations devant faciliter I'emploi de ce type de
programme.

4.1. INFLUENCE DE LA DISCRETISATION, LE CAISSON D.N.V. :

Le caisson D.N.V. est un corps proposé par le D.N.V. (Det Norske Veritas) pour
tester les différents programmes de diffraction-radiation.

4.1.1. Description du test.
If s'agit d'un caisson parallélépipédique de 90 m de longueur, 90 m de largeur et

de 40 m de tirant d'eau, dont les inerties sont les suivantes :

L, =35369 101 kg xm? ; I,=33364 101 kgxm? ; T =3,5113 10M kg x m?
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La masse volumique du fluide est de 1.000 kg/m3.

Ce corps a été discrétisé en utilisant une symétrie, de fagon & pouvoir calculer les
efforts de dérive par intégration des pressions. Les différentes discrétisations sont
indiquées ci-dessous, le symbole a gauche de [a discrétisation permettant de repérer
les résultats correspondants sur les planches suivantes.

Symbole Decoupage Discrétisation
@ 6 facettes sur la moitié du corps
M 24 facettes sur la moitié du corps

54 facettes sur la moitié du corps

96 facettes sur la moitié du corps

}- 150 facettes sur la moitié du corps
& Expériences D.N.V.
[ Expériences E.N.S.M.

Figure 4.1
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Le tableau ci-dessous indique le nombre de facettes par longueur d'onde en
fonction de la période pour les différents maillages .

Période (s) 6 10 15 20 25 30
1,2 3.4 7,8 13,8 21,6 31,2
2,5 6.9 15,6 27,7 433 62,4

3,7 10,4 23,4 41,6 65 93,6
5 13,8 31,2 55,4 86,6 124.8
6,2 17,3 39 69,3 108 156

Sur les planches suivantes, nous présentons les principaux résultats obtenus avec
le code AQUADYN en fonction de la discrétisation. Les résultats correspondent aux
coefficients de masse d'eau ajoutée et d'amortissement CM,;,CM,,, CA,, et CA,,

définis par :
My M, B By

— , CA, = y CAgpy=——1—
L3 11 33 DL3(0

pL30)

{ p étant la masse volumique du fluide, L une longueur de référence égale a la
longueur du caisson et w la pulsation du mouvement ), aux efforts d'excitation F/a,
E/a et Mj/a enunités S.I. (N et Nxm) rapportés a l'amplitude a de la houle incidente,

aux mouvements X/a,Z/a et 6/a , X étant le cavalement, Z le pilonnement et 9 le
tangage en degrés, et aux efforts de dérive F /a’? , F /a% et Myjax2 .

Les points pour les périodes de 1 s et de 40 s représentent les résultats obtenus
pour ces périodes avec les formulations asymptotiques correspondant respectivement
aux périodes de houle nulle et infinie. Les efforts et les mouvements sont calculés pour
une houle se propageant suivant I'axe des x, le point de calcul des efforts et des
mouvements étant situé au centre de gravité de la structure en xg=0 m, y;=0 m,

zg= -10,62 m . Nous avons aussi reporte sur les courbes des points expérimentaux

extraits du rapport A.R.A.E. [107], d'aprés les essais du D.N.V. [34], ainsi que ceux
obtenus a I'E.N.S.M. par A. Clément [13L .
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4.1.3. Analyse des résultats :

Pour les coefficients hydrodynamiques de masses ajoutées et d'amortissement,
une discrétisation minimum de 54 faceties est nécessaire pour obtenir un début de
convergence. On peut remarquer que cette discrétisation minimum est indépendante
de la période, puisque les écarts sur les coefficients CM,, et CM,, sont du méme ordre

de grandeur lorsqu'on utilise les formulations asymptotiques pour T=0 et T=eo . Pour les
forces d'excitation, {a convergence semble plus rapide, mais la aussi relativement
indépendante de la période. On peut remarquer pour les discrétisations les plus
grossiéres une anomalie de comportement aux environs de 2 s. Ce phénoméne, qui
s'estompe lorsqu'on raffine la discrétisation, correspond & une instabilité numérique
due a la proximité d'une fréquence irréguliere comme nous le montrerons
ultérieurement. Le moment de tangage ne semble converger vers une valeur limite que
pour les deux discrétisations les plus fines. On doit remarquer que pour le mouvement
de tangage d'une cuve parallélépipédique, le nombre de facettes donnant une
contribution non nulle est faible, puisque seules les facettes du fond sont concernées,
et que, par ailleurs les contributions des facettes situées de part et d'autre de I'axe de
rotation se soustraient aux grandes longueurs d'ondes, ce qui apporte un facteur
d'imprécision supplémentaire sur une grandeur qui, pour une telle structure, est faible.

Les mouvements de cavalement et de pilonnement convergent rapidement, une
discrétisation de 24 facettes semble suffisante sur la plus grande partie des courbes.
La détermination précise de I'amplitude de la résonance en pilonnement demande au
moins 54 facettes. Il en est de méme pour le mouvement de tangage. On peut
remarquer que pour celui-ci, a l'exception de la résonance a 26 s, I'amplitude reste trés
faible, moins de 0,5 ° par m de houle. A la résonance, 'amplitude du tangage (104 °)
est telle que les couplages perturbent les autres mouvements, comme par exemple le
cavalement ou l'on remarque pour une période de 26 s, un maximum correspondant
au couplage cavalement-tangage.

Pour cette période, la théorie utilisée pour résoudre le probléme de
diffraction-radiation n'est plus valable, I'hypothése des réponses du méme ordre de
grandeur que les excitations étant prise en défaut.

Pour la force horizontale de dérive, on remarque un bon accord pour les deux
formulations avec 54 facettes pour des périodes supérieures a 10s. Aux périodes
inférieures, les deux méthodes ont tendance & donner des résultats convergents
lorsqu'on augmente la discrétisation. Ceci montre que les grandeurs du second ordre
sont beaucoup plus sensibles a la discrétisation que les grandeurs du premier ordre, la
convergence, ainsi que l'accord entre les deux formulations nécessitant un nombre
important de facettes par longueurs d'onde (> 10).

Pour la force de deérive verticale, ainsi que pour le moment de dérive en tangage,
on ne dispose que de la formulation par intégration des pressions. Les constatations
faites pour la force horizontale semblent confirmées par l'allure de la convergence en
fonction de la discrétisation. On remarque l'influence de la résonance en tangage sur
la force de dérive verticale a 26 s, le pic obtenu augmentant avec la discrétisation
(0,2 107 ; 0,4107; 0,6 107 et 1. 108 N pour les quaires discrétisations les plus fines).
La force verticale présente autour de 9 s une anomalie de méme type que celle
constatée sur les masses d'eau ajoutées et les amortissements, qui disparait lorsqu'on
raffine la discrétisation.
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En conclusion, pour étudier une structure de ce type, il faut utiliser au minimum 54
facettes pour décrire la moitié du corps. Ce minimum ne correspond pas directement a
un nombre de facettes par longueur d'onde, mais plutét au minimum nécessaire pour
représenter correctement I'écoulement autour d'une structure présentant des angles
vifs, puisque le comportement est le méme avec les formulations asymptotiques. A la
résonance des mouvements angulaires, les amplitudes sont telles que les hypotheses
faites lors de I'établissement de la théorie ne sont plus satisfaites. Dés lors, les
amplitudes calculées ne correspondent pas a celles que I'on mesurerait, d'autant plus
que [a théorie ne permet pas de tenir compte des amortissements visqueux. Il en est de
méme des couplages aux résonances qui sont exagérés dans des proportions
importantes.

En résume, on peut dire que ce type de programme permet de prédire les
amplitudes des mouvements en dehors des résonances et de localiser celles-ci. Les
efforts du second ordre sont, aux faibles périodes, beaucoup plus sensibles a la
discrélisation que ceux du premier ordre, les deux formulations présentant un
comportement semblable. Pour ces efforts, il faut non seulement satistaire le critére
précédent sur la description de I'écoulement autour d'une structure, mais aussi
pouvoir disposer d'au moins 10 faceties par longueur d'onde, le plus astreignant de
ces deux critéres étant & retenir.

Les résultats expérimentaux sont en assez bon accord avec les calculs, a
I'exception de ceux concernant le pilonnement. Les difficultés expérimentales, ainsi
gue la faible valeur du coefficient d'amortissement et I'absence de prise en compte des
effets visqueux peuvent expliquer en partie les écarts. Pour les autres grandeurs, y
compris les efforts de dérive, les résultats expérimentaux sont veoisins de ceux calculés
avec la discrétisation la plus fine.

4.2. DIFFRACTION DE LA HOULE PAR UN PIEU CYLINDRIQUE EN
PROFONDEUR FINIE :

Le test suivant consiste a comparer les résultats obtenus par le programme
AQUADYN avec des resultats obtenus par R.C. Mac Cami et R.A. Fuchs [85] et
P.Guével [50] dans le cas d'un pieu cylindrigue en profondeur finie uniforme.

4.2.1. Résultats analytiques :

Pour un pieu cylindrique de rayon R, avec un fond horizontal situé a - h et sollicité
par une houle cylindrique de période T et d'amplitude a, la force horizontale suivant la
direction de propagation de la houle est donnée par :

F = F cos ot + F""sin ot

avec .
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R R
Y, M, 'B") - Y, (M, "ﬁ-)

. F oh th M
= R K R R R R,
g% 0 [-}(]M()‘H')‘Jz(Mo“ﬁ‘)} +[Y0(M()"E‘“)"Y2(M0“H)]
R R
I oh th M, To Mo 1) -3, Mo )
CF, = —— = -

- R 32 R R TR R
ApeRha My 13, (Mg ) - 3, My ) 1P+ 1Y Mg 1) - VMg 1 12

avec :
o=2/T , k,=0g
m, solutionde myth mph=k, , My=mgh , K=ksh
J, et I, étant les fonctions de Bessel de premiére espéce d'ordre 0 et 2,
Y, et Y, les fonctions de Bessel de seconde espéce d'ordre 0 et 2.

4.2.2. Résultats numériques :

Un pieu cylindrique de rayon R=h/2 a été discrétisé de deux fagons différentes.
Compte tenu de la symétrie par rapport & xOz, {a moitié du cylindre a été décrite. Le
découpage utilisé est un découpage régulier en N_ facettes sur la hauteur et Ny

facettes dans le plan horizontal. Les deux discrétisations utilisées correspondent a 12
facettes (N = 4,N, = 3) et 48 facettes (Ny= 8, N, = 6). Les figures ci-dessous montrent la

vue de coté du maillage, les diagonales des facettes étant représentées en pointillés.

12 facettes Figure 4.16 48 facettes

La comparaison entre les résultats analytiques et numériques est effectuée pour
les coefficients :

£ dk

* F *k
KCF = — et KCF = 5
pgah pgah

K étant le nombre d'onde adimensionnalisé par rapport a la profondeur. La
correspondance entre les valeurs de K, la période, la longueur d'onde pour h =1 m et
le nombre de facettes par longueur d'onde pour les deux discrétisations est donnée
dans le tableau suivant :
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K 0,1 0,5 1 2 3 4 5
| 6344 | 2837 2,006 | 1,419 1,158 1,003 | 0897
A om | 19537 | 8,142 5236 | 3,043 2,087 1,571 | 1:257
f%' (2 fac)| 49,6 20,7 13,3 7.7 53 4 3.2
%" 48 fac)] 993 41,5 26,7 15,5 10,6 8 6,4
R CEr — Analytigque
2.4 € 12 FOCETTES
2% @ 43 FACETTES
o - Figure 4.17
- e Analytique )
o ® |2 FACETTES
0,20 ® 48 FACETTES
/
0.0 (6] .
L ]
2.8 9 .3 2.0 4.8 L.é X 5.;1

40

o089

Figure 4.18
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4.2.3. Analyse des résultats :

Pour la discrétisation la plus grossiére, on remarque que I'écart par rapport a la
solution théoriqgue augmente lorsque le nombre de facettes par longueur d'onde
diminue, la divergence devenant sensible & partir de K=3. Les écarts constatés pour
des nombres d'onde plus faibles correspondent plutdt & une mauvaise représentation
de la géométrie du corps, puisque le cercle est discrétisé suivant un octogone.

Pour la discrétisation la plus fine, la géométrie du corps semble bien représentée,
et la courbe analytigue est approchée & quelques pour cent jusqu'a un nombre d'onde
de K=4. A partir de celui-ci, le comportement est semblable a celui de la discrétisation
précédente, avec un écart beaucoup plus faible par rapport a la courbe théorigue.

Ces résultats confirment la validité de la formulation employée en profondeur finie.
|'accord avec les résultats analytiques est satisfaisant si 'on respecte les critéres de
représentation de la géométrie du corps et de nombre minimum de facettes par
longueur d'onde dans les mémes conditions qu'en profondeur infinie.

4.3. EFFORTS DE DERIVE SUR UNE DEMI-SPHERE :

Nous allons comparer les deux formulations possibles pour les efforts de dérive
aux résultats analytiqgues obtenus par K.Kudou en 1977 [78] dans le cas d'une
demi-sphére libre en profondeur infinie.

4.3.1. Description du test :

Une demi-sphére, de rayon R = 1 m, a été découpée réguliérement en N, facettes
sur un demi-paralléle et N, facettes sur un demi-méridien. Le nombre total de facettes
du découpage est 2. Ng. N, dont Ny. N,, pour la partie décrite.

Le volume immergé, ainsi que les coefficients de rappel hydrostatique , ont été
calculés d'aprés la discrétisation. Les inerties ont été déterminées en supposant la
masse uniformément répartie sur la surface immergée.

L'allure de la discrétisation pour Ny=6 et N =5 est indiquée sur le schéma

ci-dessous :
I r -~ ks ~ P B i
) AN . ~ L -~ . . R
v ~ - ~ . N -~ s :
. N N .
S\ .t NP .. (W tr
S S P ~ 3
oy PN PLE - ~ T £
A% . B N . N SN
e DN e ~~ e LI ~
- P -] ~ e o (A
= G P NS o -
T . - . ~ P ) hd
. N . . N . N 2
' - B . N B . .
. . N N . I
R -
. AR P 2l R A
HA) N PR L PN Al
N4 .7 Y S f e T
o v T o Py gy
NG N N . N
N e . .7
T s - - b
SN NN LT L YW
1 - - ~ Pl -
P NI SO
< W L
" LN AP .

Figure 4.19
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Dans un premier temps, noUs avons comparé les résultats obtenus par M. Le
Boulluec [82] aux formulations analytiques de K. Kudou. Les courbes représentent les

efforts de dérive adimensionnels (F/pgRa” ol a est lamplitude de la houle incidente)
en fonction de kR=w’R/g. Les calculs ont été effectués pour kR =0,75; 1,25;1,5; 2.

Dans un deuxieme temps, pour une péricde de houle de 1,59 s correspondant a
une demi-longueur d'onde sur un diametre de la sphére, nous avons fait varier

systématiquement la discrétisation en 6 et eny [23]. Les résultats sont présentés sous
la forme d'un tableau, les efforts de dérive étant calculés pour un fluide de masse,

volumique 1.000 kg/m3.
4.3.2. Résultats :

h A Pressions
.
pgRa2 1 o Moruo—Newman
— ABnalytique
0,5
0 T R
1 2 kR
Figure 4.20
h .
Fz . e ‘.
2 Y Pressions
rgRa
— Analytique
0,5 J
0 . . 5
i \ 2 kR
A
/"“
'015 of

Figure 4.21
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Forces de dérive ]
Mouvements
{second ordre)
X 9 Mar.New} Press.| Press. | Press.
s O - SV IV B VA
6 N m/ m m/m az a2 a2 az
N/m? N/m? N/m? Nxm/m>
121121288{0,311 0,407 6,34E3} 6,241531-4,11E3 2,71481
12110319210, 310 0,413 6,33E3| 6,28831-4,07E3] 2,46El
10110320010,312 0,411 6,32E3] 6,18E3|-4,0883] 3,94E1
2 10} 64120]0,310 0,423 6,30E3] 6,22831-4,03E3] 3,39El
v | 8] BJ128¢0,313 0,418 6,2B8E3] 6,10E3}-4,04E3} 6,16RE]
—1 B} 5| 96l0,312 0,427 “6,27831 6,13E31-4,00E3] 5,79E1
hy 6 6] 7210,316 0,434 6,2183] 5,92831-3,9283) 1,0982
=] 6| 4] 48 0,313 0,460 6,20E3] 5,96E3]{-3,B4E3} 9,97el
51731 30|0,312 10,508 6,1683] 5,83E3|-3,64E3]-1,40R2
a| 2} 16]0,313 |o0,660 | 6,21E3| 5,61E3|-2,75E3| 2,10E2
valeurs théorigues [6,40 | 6,2883] 6,28E3]-4,22E3]

4.3.3. Analyse des resultats

li ressort de I'ensemble des résultats que les deux formulations permettent de

o | [78]

retrouver les résultats analytiques avec une bonne precision.

Pour une période donnée, lorsqu'on fait varier la discrétisation, la formulation de
Maruo-Newman semble plus stable que celle par intégration des pressions.

Dans le tableau, nous avons fait figurer les valeurs du moment de tangage M,, qui,

théoriquement, devrait étre nul pour une sphére, puisque les normales sont dirigées
vers le centre. Cette propriété n'étant pas satisfaite sur le corps discrétisé, on obtient un
moment résiduel M, d'autant plus faible que la géométrie du corps est mieux

respectée.
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4.4. EFFORTS DE DERIVE SUR UN ENSEMBLE DE CORPS [23]:

Dans le cas d'un ensemble de corps, on peut comparer de méme la résultante des
efforts obtenue par la formulation de Maruo-Newman a la somme des efforts partiels
issus de l'intégration de pressions sur chaque corps.

4.4.1. Description du test :

Deux demi-sphéres, identiques a celle décrite en 4.3 ont été disposées
symétriqguement par rapport a l'axe Ox, les centres étant situés a une distance d (d >2m)
l'un de l'autre. Chaque demi-sphere a été discrétisée en 60 facettes (12 sur un paralléle
et 5 sur un demi-méridien) comme indiqué ci-dessous

Figure 4.22

Les calculs ont éié effectués avec cette discrétisation pour 5 valeurs de la distance
d22m;2,5m;3m;4m;6m), deux valeurs de l'angle d'incidence de la houle (0 ° et
45 ©), et 7 valeurs de la période (45;2,835;2,32s;2s;1,79s; 1,645 1,42 5). Pour une
période de 1,79 s, les calculs ont été repris avec une discrétisation plus fine (144
facettes, 24 facetftes sur un paralléle, 6 sur un demi-méridien). Les résultats sont
présentés sous forme de courbes, l'axe des x étant gradué en échelle inverse de la
distance d, d=e correspondant a une demi-sphére seule.

Les efforts de dérive sont calculés dans un fluide de masse volumique 1000 kg/m3.




4.4.2. Résultats :
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2
Fy/a ﬁ::Cr
; Db 1425
5,10 f \
: Dig4s
—
—— P 3
© %—C £ g/ \\G? 1793
jhﬁ h2s
.,

Figure 4.24

O Pressions
{60 facettes}

A Maruo-Newman

(60 facettes)

A Pressions

(144 facettes)
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Figure 4.26

O Pressions

(60 facettes)

A Pressions

(144 facettes)

Force en x

sur le corps |
Force en y

sur le corps 1
Force en x

sur le corps 2
Force en v

sur le corps 2
Résultante en x
Résultante en y
Maruo-Newman en'x

Maruo- Newman en vy
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4.4.3. Analyse des résultats :

Pour un angle de houle de 0 °, la force de dérive en x sur un corps est égale a la
moitié de la force en x sur I'ensemble, il est donc possible de comparer directement les
résultats de deux formulations. On remarque un bon accord , les écarts étant du méme
ordre de grandeur que pour un seul corps. L'influence de la présence de l'autre
demi-sphére est d'autant plus importante que la période diminue. Par ailleurs, la
discrétisation en 60 facettes est peut-étre insuffisante pour les faibles périodes lorsque
les corps sont proches.

La force eny sur le corps 1 dans les méme conditions ne peut étre calculée que
par intégration des pressions. Cette force change de signe en fonction de la distance et
de la période, de plus, un phénomene de résonance entre les corps apparait a une
distance d'autant plus faible que la période diminue.

Ces deux courbes sont trés oscillantes en fonction de la distance et de la période,
ce qui indique un phénoméne de résonance entre les corps analogue aux effets de
paroi lors d'essais sur houle en bassin étroit [13].

La force de dérive verticale présente un comportement un peu plus régulier en
fonction de la distance, par conire elle change de signe avec la période, comme dans
te cas d'une demi-sphére seule.

Pour une période de houle de 1,79 s et un angle de 45 °, nous avons représenté les

forces en x et y sur chaque corps, leur résultante et les résultats de la formulation de
Maruo-Newman. La encore, on constate un bon accord des deux formulations pour ia
résultante des efforts.

Dans tous les cas traités, on note Iimportance des interactions entre les deux
corps, et limportance des force verticales. Ceci confirme ia nécessité de disposer
d'une formulation permettant de calculer ces efforts.

4.5. EFFORTS DE DERIVE SUR UNE BARGE EN PROFONDEUR FINIE :

La barge testée est celle utilisée initialement par J.A. Pinkster au N.S.M.B.
(Netherlands Ship Model Basin), pour laguelle on dispose de nombreux résultats
théoriques et expérimentaux [98] [104].

4.5.1. Description du test :

Les caractéristiques de cette barge sont les suivantes :

Longueur : L = 150m
Largeur » B = 50m
Tirantdeau : T = 10m
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Rayons de giration pour le calcul des inerties:

En roulis : Rg= 20m
Entangage : Rp= 3%9m
En lacet : Ry= 39m

Les calculs ont été effectués avec une profondeur d'eau de 50 m, les mouvements
et les efforts étant calculés par rapport au centre de gravité situé au centre de flottaison
de la barge (x; =0 ,y5=0,z5=0).

La moitié décrite de la barge a été discrétisée en 34 facettes, 60 facettes et 122
facettes, ce qui correspond respectivement a 68, 120 et 244 facettes au total.

La discrétisation en 68 facettes n'a été utilisée que comme test des formulations
des efforts de diffraction et pour illustrer un calcul particulier de mouvement.

Le calcul des efforts de dérive a été réalisé principalement avec la discrétisation
en 120 facettes, qui est voisine de celles employées par Pinkster (128 facettes) et le
N.M.I. (National Maritime Intitute) (128 facettes réparties différemment). La discrétisation
en 244 facettes a été utilisée pour tester la convergence des résultats, le nombre de
facettes par longueur d'onde est voisin de celuipour 120faceites, mais la surface
moyenne des facettes est plus faible, ce qui permet une meilleure représentation de
{'écoulement autour du corps.

Les résultats obtenus pour les mouvements sont pratiquement identiques, aux
points de calcul, a ceux de Pinkster. Nous nous intéresserons donc aux efforts de
dérive horizontaux et verticaux pour des angles de houle de 180 ° et 90 °.

Les figures ci-dessous montrent les différentes discrétisations utilisées, les
pointiliés indiquant les diagonales des facettes.

44
0120 Figure 4.27 bz

Le tableau suivant indique les périodes de calcul, le paramétre ® vV L/g
correspondant, et le nombre de facettes par longueur d'onde pour les différentes
discrétisations.
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T . 6 6,5 7 8 9 10 11 12 13 14 15
w 409 13,78 | 3,51 | 3,07 | 2,773 | 246 2231 2,05] 1,89] 1,751 1,64
g
NF/ A
pes | 2.8 3,3 138 5 6,3 791 94 | 11,2 1321 153 | 17,5
Ng A
F]/am 45 153 161 |8 |101] 125} 151] 18 | 21,1| 24,5{ 28,1
NF/A 5,6 6,6 | 7,6 10 12,61 15,6 1891 22,5] 26,4] 30,6 | 35,1
B244
4.5.2. Résultats : I
A
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Figure 4.29
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HOULE DE TRAVERS
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4.5.3. Analyse des résultats :

A l'examen de ces courbes, on constate un bon accord général entre les résultats
obtenus avec une discrétisation de 120 faceties et ceux de Pinkster pour les efforts de
deérive verticaux, ainsi que pour T'effort longitudinal houle de face. Dans ce dernier cas,
I'écart entre les deux formulations des efforts de dérive est relativement important. Pour
la force transversale houle de travers, les résultats sont assez dispersés, l'allure des
courbes est conservée, mais l'amplitude des extremums est différente et les résultats
expérimentaux ne permettent pas de trancher.

Compte tenu des résultats précédemment obtenus, on peut penser que la
discrétisation est trop grossiére pour le calcul des efforts horizontaux, particulierement
en houle de travers, la barge n'étant représentée que par une facette sur la hauteur
avec moins de 10 facettes par longueur d'onde en-dessous d'une période de houle de

9s (wVL/g >2,8).

On constate effectivement un meilleur accord des deux formulations pour les
efforts transversaux avec le découpage le plus fin . Par contre, les forces longitudinales
et verticales sont peu modifiées par le raffinement de la discrétisation. La relative
stabilité des écaris pour les forces longitudinales montre que la convergence
éventuelle ne pourra étre atteinte qu'avec un maillage beaucoup plus fin, ce qui risque
d'entrainer des temps de calcul prohibitifs.

Les résultats que nous avons obtenus sont globalement en bon accord avec ceux
de Pinkster [98] pour la formulation par intégration des pressions et du N.M.1. [104] pour
les deux formulations. Les problemes rencontrés pour obtenir des valeurs
convergentes des efforts de dérive montrent la difficulté de la détermination précise
des efforts du second ordre sur certaines structures, tant sur le plan numérique
qu'expérimental puisque les essais ne permettent pas de définir la meilleure
formulation. Les écarts constatés permettent seulement d'avoir une estimation de
l'incertitude sur les grandeurs du second ordre.

4.6. VERIFICATION DES PROPRIETES THEORIQUES :

Lors de la formulation du probléme théorique, nous avons démontré certaines
propriétés telles que les symétries des coefficients hydrodynamigques pour un
ensemble de corps, ainsi que I'équivalence des formules d’Haskind avec lintégration
des pressions pour le probléme de diffraction. Nous allons nous servir des exemples
traités précédemment pour vérifier numériguement ces propriétés.

4.6.1. Symétrie des coefficienis hydrodynamiques :

Nous allons utiliser les résultats obtenus pour les deux demi-sphéres décrites au
paragraphe 4.4. Les coefficients adimensionnels de masse d'eau ajoutée et
d'amortissement - sont définis par :
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de référence, p la masse volumique du fluide et o la

Pour une période de 1,79 s et une distance entre les centres des corps égale a4 3

les résultats des coefficients de masse:

d'eau ajoutée et d'amortissement pour

une longueur de référence L = 5 m sont donnés ci-dessous :

COEFF1CIENTS ADINENSIONNELS DE KASSE D'EAU AJOUTEE DU CORPS 1
OUAND LE CORFS t OSCILLE

cun = LBE20AGE-Q3 CM12 = -4 ,7T73427E~14 CMI13 = -3.112114E-14
Ciara = LABDI3IBE-14 CM15 = -3, 1250B7E-06 CWMIG = -2,304614E-03
clz2 = LC1400AE-14  CHM22 = 5,951122E-03 CM23 = -1.034908C-03
cliza = LO2VM15VE-0g9 CM25 = 1. O0B7B0E-14  LM26 = B5.27BB12E-15
C¥3z1 = LOB3453E-14  CM32 = —1,011688E-03 CM33 = G(.163201E-03
Cr3aq = 648511E-03 Cw35 = -3.010712E~-14 LM36 = 2.102065E-11
Cial = LB65310GE 14 CM4A2 = -3.0113465E-014 L{Ma3 = 1.848508E-03
ChMaa = 8. 544270L-04 CWa5 = -9,026934£-16 (W46 = 7.989535E-15
Cg1 = LHI0TAZE-06 LME2 = 1.0008B1E-14  CMB3 = -2.0861505E-14
Chita = LB78713E-18  {M5ES = 9 .585487E-09 CWMS6 = 9. 332229E-07
CrBY = ~2,.304614E-03 CHE2 = 1.353432€-34 (M63 = 0.359536E-15
Cli64 = A4.502346E-1% CME5 = 9,.375260E-07 CMGE6 = 6.913B841E-04

COEFFICIENTS ADIMENSIONNELS D*AMORTISSEMENT DU CORPS 4
UAND LE CORPS 1 OSCILLE

CA1l = H.4B2T722E-03 CA12 = -B,233043E-14 CA13 = -2.116231E-14
CAlA = —1.0644531E-14 CAYS = -2.BBGHGOE-06 CAIG = -1.944B17FE-03
CA2Y = -9_83322BE-14 CA22 = 7.4B3430E-03 CA23 = -2.495213E-05
CAZ24 = -4.152803E-06 CA25 = B8,.BO330Q4E-15 CA26 = 2.90441CE-14
cady = -5.216885E-14 CA32 -2.528918E-05 CA33 = 3.127743E-03
Ca3a4 = 9.EZB3123E-04  CAJB = -1.0040316E-14 CalG = +.565725E-14
CAdy = =1, E = -4,253273E-08 CA43 = 9,383123E-04
cagn = 2, = —4.806334E~15 CA4a6G = §.9232609E-1%
Cagi = *2.55772JE 06 CAB2 = B.762309E-15 Cab3 = -1.6§15016E-14
CAS4 = -4 ,.B39346E-15 CAL5 = 1.2856Y95CE-02 CaS6 = 8.663176€-07
CAB1 = —-1.944817E-03 CAG2 = 2,426005E-14 CAG3 = 6.348521E-15
CARA = 3.1334B68E-15 CAGS = 8,.650580E-07 CAGG = 5.834450C-04

COEFFICIENTS ADIRENSIONNELS DE MASSE D'EAU AJOUTEE DU CORPS .2

JUANIDD LE CORPS 3 OSCILLE
CHM11 = — 1. 4A24923E-03 CM12 = -6.973638E-15 CM13 = 3.B1773CE-14
CM1a =  1,225496E-34 CM1S = B.313406%5-07 CMI6 = 4.274769E-04
CH21 = 3,031962E-%4 (CM22 = 2.32431686-03 CM23 = 2.33682%E-~03
C24 =  7.02074BE-04  (M25 = -1.763471E-14 CM26 = -3.249631BE-15
Cr31 =  2,.638307E-14 CM32 = -2,328165£-03 CM33 = ~1.328401E-03
‘CM34 = -4.205637E-04 CWM35 = 7.4071489E-16 CW36 = ~7.781841E~-15
CM41 = -B.7TaX)71E-15% CMa2 = B6.994746E-04 CMA3Z = 4.205676[ 04
Cr44 = 1,26AB3TE~04 CMAS = ~-2_23B645E-15 CMIAG = 2.5B820505-15
CM51 = 6.3030BSE-~07 CWMS2 = 1.7B9743E-14 CWS3 = 7.499011E~15
CR54 = 2.25720%LE-15 CH54% = -2 _7DO33BE~-10 CKs6 = -1.880925E-07
CMG1 = -4.274769E-04 CWMG2 = -2.241475E-15 CMG3 = 1.3132481E~14
CHGa = 3.640214E-15 CME5 = 1.894040E-07 CMG6 = 1.282433E-04

COEFFICEEMTS ADIMENSIOMUELS D' AMORTISSEMENT DU CORPS 2
QUAMD LE CORPS 1 OSCITLLE

CAa1l -2.4G82400E-04 CA12 = -1,580296i~-13 CA13 = -1,016146E-13
calqg ~2.994626E-14 CA15 = 1,092721E-07 CA16 = 7.408100E-05
CAZ1 =  1.GOHIYICE-13 CA22 = = -1, 658103E-03
CaZ4 = -4 8BVE6HVE-04 CA25 = = ~4,955353C-14
CA31 = 71025514 CA32 = 1. L652022E 03 A3 = Y.BVBG3TE~04
CA34 = 5,109302E-0% CA35 = 5.650161E-15 CA36 = 2.1201182E-14
CA41 = 3,07926BE-14 CAA2 = -4.881326E-01 CA4A3 = -5, 109554E-05
CA4d = -1,554883E-05 CA15 = ~1.695548E-15 CA46 = -6.205684E-19
CABT = 1.09457BE-Q7 CAS2 = 1,5682440E-15 CAG3 = 5,673310E-15
CASA = 1.702441E-15 €A55 = —-4,B43403E-1) CABG = -3.283735E-08
CAG1 = -7.408108E-0% CAG2 = -4,7675831E~-14 CAG3 = ~3,038483E-14
CABA = ~8.952636E~15 CABS = 3.278162E-08 CABE = 2,2224B0E-08

Les propriétés de symétrie définies par :

B;P=By® , BP0, M p= M

CriGa

COEFF ICIENTS ADIMENSIDMNELS DE 14 .
GUAND LE CORPS 3 GeeiirE ASSE D'EAU AJDUTEE DU CORPS 1

CMII = ~1,424023E-03 CM12 = §,973639E-15 M13 = -

CHi1a = -1, 228496E-14 CM15 = 6.313465£-07 E£1g e ﬁgfg;:;gggﬂég
CHM21 = -3.0310628-14 CM22 = 2.3241G8BE-03  ClM23 = -Q.GBBBQEE-OE
Ch24a = 7.02074BE-04  CMZE = 1.763471E~14 826 - -B.248G1BE-15
CMgl = 2.6383076-14  CWM32 = 2.328188£-0F (W33 ~ —1,328401E-03
CH3q = 4.20563?E-01 CM36 =  7,437149E-15 CM3IG = T.7B1841E~-15
CMay = B.?ﬂODTlE-lb CMAZ =  6.Y94746E~04 CM43 = -4.205676E-04
CM24 = !.QGGBSrh-Oﬂ CMAS = 2, 23BB4SE-15 C(M4A6 = Z.582050E-15
CMg] = §.3030B5E-07 CMS2 = -1,759743€~14 CWM53 =  7.4990%1E-15
CMqﬂ = *2.257205E—15 CMS5 = -2 yO0339€-30 CMSG6 = 1, 890925E-Q7
CHBY = 4.2747686-01 CWMB2 = -2 341475E-15 Ci463 = -1,132481E-14
CWG4 =  3.640214E-15 CIES = -1 _ 894040007 CWGG = 1,2B2431E-04

COEFFICIENTS ADIMENSIONNELS D’ AMI g
QUANIY LE CORPS 2 OSCILLFE ORTISSEMENT DU CORPS 1

CATY = -2 48094D0E-04 CA12 = {_B99206E-13 cald = - -

CAtl4 = 2.999526E-14  CAIS = 1.09272 a7 Cﬁ1g = -;:gég:ggg“ég
CA?I = —I.Bg\BUOE—13 CA22 = -5.016165£-03 A23 = 1.68B8103F-03
CA24 = -4,998667£-04 CA25 =  1,6722586-15 CA26 = ~4,966353E~14
CA31 = -T7.102551E-11 CAa32 = ~1.652922E-03 CAJ3 = 1,6768637E-04
CA34 = -5.109303:-05 CAJ5 = 5.650161E-15 CA36 = -2 120119£-14
CA41 = ﬂ2.07926ﬁk-1ﬂ CA42 = -4 9B1126E-04 CAA3 = 5:109554E~05
CAA4 = ~1.5519B83E-05 CA45 = 1.696545E-15  CA4H = -6.2056R4E~15
Cﬂﬁ! = 1.P9457B§—07 CAB2Z = -1.592440E-15 CaA%3 - 6.673310E-15
CABA = -1.702441E-15 CASG = ~4.843103E~11 CAS6 = 3,283735E-0B
CaG1 = 7.403199@—05 CAB2 = -4,757581E-14 CAB3 = 3.03B48BBE-14
CAB4 = -8.952636£-15 CABG = ~3.278162E-08 CAGE = 2.222480E-05

COEFFICIENTS ADIMENS I0WNNELS DE WMASSE B'EAU AJOUBEEE DU CORPS 2
QUANSD LE CORPS 2 QSCILLE

CM11 =  7_8B2045E-03 CMI12 = A4.773427E-14 CM13 = - -
C14 = 1.490235E-14 CM15 = ~3.125087E -6 CMig = g:;&%é::g-ég
EM21 = J.014004E~14 CM22 = 5.9519236-03 CM23 = 1.014908E-03
Am24 = —3.021157E‘04 CM25 = -1,008750E-14 (M26 = B.2788B12E-15
CM31 = -~G.OB3452E-14 CM32 = V.O1IS68E-03  CM33 = 6.163201E-03
CM34 = "1.8485]1E—03 CWi5 = ~3.0107126~14 CM36 = ~2.1020G5E- 14
EM4] = 2.9531065—&4 CM42 = -3,0313456-04 Chad = ~1.84B509E-03
T4 = ?.Jéd??ﬂﬁ—04 CMa5 = 9 026934E-15 CHM46 = 7.0BOBAGE~15
Cras1 = —3.110743€"05 CH52 = -3, 0098B1E-13 (M53 = -2,0613068-14
CM54 = B.878713E-15 (M55 = 9,65B487E-09 cmMeg -9.332228e-07
CMG 1 = 2.304@1@@-93 CMB2 =  1,3583432E-14 (w63 -9.389536E-15
T 4.50234BE-15 CMB5 = -4,3752G60E-07 CMBS = 6.813841E-04

COEFFICIENTS ADIMENS lONNELS O'AMORTI
QUAND LE CORFS 2 05CILL SSEKENT DU CORPS 2

CAYY = 65,462722E-03 CA12 = B.233G43E-14 CA1Z = -2.136231E-14
CAld4 = 1.044531E-14 CA15 = -2 BBGBGOE-08 CA1G = 1,9448176-03
CA21 = O.B3322BE-14 CAZ2 = 7,483430E-03 €A23 = 2 4952 13E-05
CA24 = -4, 182803E-06 CA25 = -8,B03304E-15 CA26 = 2.904410E-14
CA31 = -5.236895E-14 CAJ2 = 2,5280915E-05 CA33 = 3, 1277426-03
CA34 = -0.383123E-04 CA35 = ~1,604016E~14 CAZG = -3.5657256~14
CAd4t = 1, 9?33§1F—14 CA42 = -4,253273E-06 CA43 = -9.383123E-04
CAA4 = 2.814020E-04 CA45 = 4,BOB63346-15 CA4B6 = 5.023260E-15
CASt1 = -2 BR7725E-06 CA52 = -8,762309E-15 CA53 = ~1,615016E~14
CAS4 = 4, B3034EE-15 CABS = 1.2B59S0C-09 CABG = -8.663476E-07
CAGY = 1.944B17E-03 CA62 = 2.426005E-14 CAG3 = -6.,348521E-15
CABA = 3,1334BBE-16 CAGS = -B.6605BOE-07 CAGG = 5,8344506-04

ou p et g sont les indices des coefficients adimensionnels, i est le corps qui oscille
et j le corps influencé,sont vérifiées & 5. 10° prés. En particulier, avec cette tolérance,

cna:




